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Fin Zweck der vorliegenden Arbeit ist es unter anderem, einer i
breiten Offentlichkeit ein kleines Lehrbuch der Mengenlehre !
vorzulegen. Dieses ist mathematisch exakt, doch didaktisch so i
aufgebaut, da8 die Formeln - und das mchte ich betonen - ‘
durchaue iberlesbar sind. Insoferne scheint mir der Text
besonders Tiir Mittelschiiler und deren Eltern geeignet.

Der zweite Teil, der etwas spezieller ist, bringt neue Brkennt-

nisse in der Mengenlehre, von denen ich gerne winschte, daB

der Leser die Uberzeugung von der Bedeutsamkeit dieser Erkennt-

nisse fiir den menschlichen Fortschritt mit mir teilt. Den Inter-
essenten fiir eine exakte Ausfilhrung meiner "Extension der Mengen-— . 4
lehre" verweise ich auf Heft 3 der 0SGK (Osterr. Studien-Gesell- 4
schaft fir Kybernetik).

Ich danke Herrn Prof. Dana Scott, Prédsident der Association for i
symbolic logie, fiir Hinweise auf verschiedene Ungenauigkeiten ?
bei der simplifizierten Darstellung der Syntho-Mengenlehre. I
Mein besonderer Dank gilt Herrn Dozent Robert Trappl flr seine ;
. mizenatische und moralische Unterstiitzung wdhrend der Ausarbei-

v) tung meiner Dissertation, die die Grundlage dieses Artikels ist.

i Tch freue mich tker die produktive Zusammenarbeit mit meinen

' Preunden Franz Kaltenbick und Peter Weibel im Rahmen der "Inkon-
tinenz I" und danke ihnen Tiir die schwierige Ausarbeitung meines
unvollstindigen Diktat-Manuskriptes zu der hier prisentierten

Fagsung. — -
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Teil A

I.EINLEITUNG
Wir wollen uns frageh, ob es fiir die exakten Wissen-
schaften, etwa die Najwrwissenschaften, so etwas wie eine

4 -) HALBFORMALE UMGANGSSPRACEE"
gibt, dh. eine Umgsngssprache, wo zwischen den Zeilen
nichts zus#tzliches suggestiv und heuristisch ausgesagt
wird, sondern wo die einzelnen Worte fest definierte Be-
deutungen haben, welche wiederum aus wehigen Grundbegriffen
zusammengesetzt werden. Die Worte benennen somit eindeutig
festgelegte Begriffe, oder reale Objekte (Kraft, Per-
sonen, Dinge etc), wobei darauf Bedacht genommen werden
muB, daB keine Apbiguitdten oder Heteronomien vorkommen.,

Bestimmte Wortfolgen, die Sdtze, sollen ebenfalls einen
festen Sinn haben. In halbformalen Sprachsystemen soll
nun das inhaltliche SchlieBen vertréglich sein mit der kal-
kiilmiBigen Herleitung von Sétzen (aus bereits gewonnen oder
vorhandenen)."Halbformal" bedeutet also Kompatibilktéds von
Inhalt und Form.

Insbesondere betrachten wir dignSprache der Mathematik,
welche im allgemeinen durchaus{inhaltlicher Weise Uber
konkrete Dinge spricht, ndmlich Uber die Mengen, die Zahlen,
die Funktionen und andere mathematische Objekte.
Andererseits gibt es S&tze in der Mathematik, die nicht mehr
in einem inhaltlichen Simn aufgefaBt werden kidnnen, ndmlich
verbale Wort-Kombinationen, denen kein vernuftiger, ..
"kognitiv-sinnvoller" Inhalt zugeordnet werden kann. Solche
Sétze ktnnen jedoch als Sitze einer'ganzformalen Umgangs—
sprache" angesehen werden, dh. diese Sitze konnen aus einem
hypothetisch als vorliegend angenommenen Axiomensystem der
Mathematik mit Hilfe eines korrekten Regelsystems deduziert:
werden.

Wir nehmen zunZchst an, daB fiir die SchluBweisen der Mathe-
matik die klassische Quantorenlogik gilt, fiir welche wir den
Frege-Tukasiewicz'schen Quantorenkalkil als Standardformali-

sierung wihlen.

i S T AN AT AR A . N g e
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2. DER FREGE-LURASTEWICZ'SCHE QUARTORENEATEUL  Qlpy

Der dieser Arbeit zugrunde gelegte Frege -Lukasiewicz'sche
Kalkiil der Quantorenlogik,in dem die Formalisierung der
klasdischen( "naiven® ) Mengenlehre erfolgt,ist folgender-
maBen aufgebaut:
\\Q II_<<\\60 \\Flr\\Af/ \\R/l>
FL ) b )

Er ist einQuatrupel folgender fMengen von Grundzeichen,
wohlgeformten Formen,Axiomen und Regeln:

Individuenvariable :15, bg, zs,...,Xi,)g)Zi.

- P o 0
wr Inlelduenkonstanue.a%, bYs Siseeeyx}, Vi, 2l
(i = 4 pradikatenzeichen :Ai(.,.,...) ,.o.ZEC,W.-j.
: Lal n
Funktorenzeichen .ai .,.,...] ’aooziL,U..J.

logische Operatoren: - .
9 P Lh‘:}-*)’(f-‘-g*)’(u{t\e)

Aussagenvariable: Ani(),...,zc’i() .
Primformen : Ani(e‘l ,Yz,...‘(tn),...,mobei die
‘\F_".: ‘tj Terme sind (Individuenvar.,Individuenkonst.,
mit Termen abges#ttigte Funkt_oren),Z'}(":’“ J.)""kh)'
zusammengesetzte Formen: 74}[,'&"‘&3’, 4\'{1 .

3
s

(aAx1) M>% >4
(QAx2) M >% =>4 DU>B>N>¢
"WoJ(aax3) attsag g
(9Ax4) A4 =L (x/%)
(@ax5)  "AMD % ) S AY
“R”— Medus ponens (MP) Ly % = %
~ |Generalisierung (G 3L = /X\M
Y, es aibt ein Ajund v, ode (<, genaudany w
Exi(st)enzaquam).o;c,Ko(nj)ur';k}:ion,Dis(jankt‘:v_)on und ﬁqu’j?vale?zm)
werden a;n“ die bekannte WBiseAmit Hilfe der Negati%'%,
-
Implikation und des Allquantr(zrg festgelegt.
\){’VL S 1/’(\14)1 ) RAE 5, M=%, !

MNeb 502 A0 MvESs > % .

L1

VOLLFORMALISERUNG UND FORMALISIERUNG VON OBEN

Zu diesem Quantorenkalkil adjungieren wir die Identitdt
alez das einzige universelle Prddikat und wetzen dafir das
Reflexivitédts— und Substitutivitdtsgesetz fest:

X=X (Refld
K=Y = X)) = ALY) (St

Dadurch erhalten wir eine PIF-Logik (Pridikatenlogik mit
Identitdatszeichen und Funktorenvariablen, Fischer-Lexikon
Mathematik I, Lo&ik und Methodologie, $.209). In dieser
PIP-Logik verwenden wir keine speziellen Prédikate und
Funktoren auBer der Elementschaft, welche wir durch ein
stilisiertes Epsilon "&" symbolisieren.

Ansglog zu diesér Vollformalisierung im Quantorenkalkiil denke
man sich die formale Umgangssprache der Mathematik, wo mit
den Wortern formal operiert wird. Man denke sich etwa, daB
die Worter nach festen Regeln gleichsam mechanisch in einem
Satz oder in mehreren Satzfolgen hin und her geschoben werden
ktnnen. Aus&mehreren Grundbegriffen der Mathema.tik’,wie
Furktion, Zahl, Gruppe, Struktur, usw. §( und nicht nur aus
der Elementschaftsbeziehung )werden alle anderen Begriffe
definitionell aufgebaut, #Wit Hilfe eines Definitionen~-Systems
aus mehreren Sprachschichten, Diese Formalisierung nennen
wir im folgenden"Formalisierung von oben", im Gegensatz zur
Vollfozmélisierung, welche eine Formalisierung von unten
ist.

In einer solcherart formalisierten Mathematik (von oben oder
von unten) hat die Mengelehre eine zmentrale Bedeutung, da
sich auf ihr die anderen Disziplinen der Mathematik auf-
bauen lassen. Die "allgemeihe Mengeniehre® ist also"ein Fun—
dament der Mathemetik" {so der Titel des Buches von Dieter
Klauz), vnd ihre Axiome sollen in dem oben charakterisierten
hypothetischen Axiomen-System der Mathematik enthalten sein.
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‘1.) NAIVE MENGERLEHRE

Durch die Axiome der Mengenlehre wird hauptsichlich der
MengenbildungsprozeB geregelt.

Die naive Mengenlehre geht hier auf eine ganz natiirliche Art
und Weise beim MengenbildungsprozeB vor. Wir haben die evident
vorgegebenen Objekte der Mathematik: die Zahlen, Funktionen,
gewisse elementare Mengen, etc.

Aus diesen Grundobjekten kann man auf eine natiirliche evidente
anschauliche klare Art und Weise Mengen konstruieren, indem
man sie zu einer neuen Gesamtheilt zusammenfaBt.

Georg Cantor, der Begriinder der Mengenlehre, definiert eine
Menge daher als "Zusammenfsssung wohl—-unterschiedener Objekte
unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen".
Freilich wurde dagegen eingewgndt, daB diese Definition gemauso
nichtssagend sei, wie die Definition des Punktes in der
Geometrie. Nirgends wurde ndmlich ein Rezept dafiir angegebe_n,
wie diese Zusammenfassung zu einem Ganzen zu erfolgen habe.

Q_) Ungeordnete Menge, ordbare Menze, Enumeration

In der mathematischen Praxis wird eine Menge durch geschweifte
Klemmern \\'{[ .. ]} ! gekennzeichnet, zwischen welche die
Objekte, die zu einer Menge zusammengefaBt werden, geschrieben
werden, okne Bedachtnahme auf ihre Reihenfolge und ohne
Wiederholung. Beispiele:

fa b= {bedf (= Labe, aly {atscﬂq!)

{Qu'me,@x(golel, Churclﬁk = {Churdn ) gol'dEL) Qu‘me& .
{5,3,0,8}y ={0,3,5,8% ={¢85,3, 0]

Mit diesen ungeordneten Mengen lassen sich geordnete Paare,

Tripel, Quadrupel, ganz allgemein n - Tupeln definieren.
Def. geordnetes Paar

<xy> =g L8, Do}

Def. n-Tupel

<=«
<x4,.. v.)xn_qlxﬁ = <<x4r“~xn-4>zx">

10|

Man kann aber auch von vornherein Mengen auf geordnete Art
und Weise bilden

[czadb] , oder  (adb, adc)

oder [[a,b)cj @ 4}’/ @ '\<C:u

oder auf eine andere passende Weise. Ganz allgemein kann

man daraus den Begriff einer "ordbaren" Menge herausschilen,
deren Elemente geordnet oder auch ungeordnet sein kinnen,
indem etwa mit dem Individuen—Bereich auch Ordnungsrelationen
der Elemente angegeben werden (Ordnungsgebilde, Struktur).
Bei solchen Mengen ist eine Wiederhclung der Elemente nicht
mdglich oder genauso unmSglich wie vorhin. Eine Wiederholung
ist erst moglich, wenn man eine Menge zls (Nachbereich einer)
Funktion auffaBft. Im Falle eihes wohlgeordneten {linearen)
Vorbereiches erhalten wir die Enumeration oder Folge.

<<9‘\::,c>> $<<b,c,q>>?'\_<c,alb>>
<q)q, b(a> (Wieder\nol.ung des Yo hier e,\-Lqub’r)
b 9 Klassenbildung und Mengenbildung

Im allgemeinen wird die Mengenbildung in der Mathematik so
durchgefithrt, daB zu einer vorgegebenen Eigenschaft E alle
Dinge, auf welche diese Eigenschaft E zutrifft, zu einem

. neuen D:‘_ngl,zusammenfast werden, derart, daB dieses neue Ding
alle Dinge mit der Eigenschaft E enthdlt.

Dies erfolgt im Gegensatz zu dem in den vorigen Beispielen
dargelegten Mengen-Présentator durch den Mengen-Operator

Lx: B0l oder  Ly: AN

Bin solcherart neugebildetes Ding nennen wir eine Klasse,
anstelle von Bigenschaft E kdnnen wir guch Pré@dikat E oder
offener Satz E(x) sagen. Klassen sind also Prédikatenexten—
sionen und aufgrund der Cantor'schen Mengendefinition
wurden Mengen frither ebenfalls als Pri@dikatenextensionen
gebildet ("Allgemeines Mengenbildungsprinzip").

Zu Jeder E:gwgcﬁq’i E gibteceine Kiogse X'weuke die Pradikatemexiension von E gt

Dabei ktnnen die Dinge, welche mittels der Eigenschaft E zu
einer neuen Gesamtheit zusammengefaBt werden, irgendwelche
Ur-Elemente sein, z.B. reale Dinge oder Namen, aber auch

Mengen oder Klassen selbst.
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Bei einem verschirften Standpunkt der Mengenlehre werden
die Ur-Elemente weggelassen, und hur die Mengen oder Klassen
selbst wieder zu neuen Gesamtheiten zusammengefaB8t. Wir
bikden dann als Prddikaten-Extension die“Menge aller Mengen,
welche die Eigenschaft E haben'

Man hat jedoch entdeckt, daB nicht alle derat gebildeten
Gesamtheiten wieder als Elemente einer Menge verwendet werden
kinnen., Deshalb trennte man die derart neugebildeten Dinge

in zwei Gruppen: in Klassen und Mengen.

Klassen sind alle Pridikaten-Exgensionen, egal ob sie als
Element auftreten oder nicht, und Mengen sind nur di¥jenigen
g Klassen, welche auch Elemente sein kbnnen.

c.)Symbolisierung durch Buchstaben

Bel unserer formalen Darstellung innerhalb der Zermelo-
Fraenkel-Skolem!schen Mengenlehre oder der Neumann-Bernays-—
Btdel 'schen Klassentheorie verwenden wir groBe lateinische
Buchstaben, auch indiziert,
ARG, - - o Lol X 2

als Variable fiir Klassen, und kleine lateinische
Buchstaben, auch indiziert,

g:l\,. < X

N - r Y1 &
by Ciy oo als Varisble fiir Mengen.

Den Sachverhalt, daB Mengen die jenigen Klassen sind, welche
Elemente sind, driicken wir dann so aus:

Mg X S V. X €Y.

Wenn ih einer wohlgeformghiten Formel UL, kurz wg.F.Ul, das
ist die formale Ubersetzung eines umgangssprachlichen Satzes,
Klassen auftreten, welche Mengen sind, so kann men von den
GroBbuchstaben, welche die Klassen bezeichnen, zu den Klein—
buchstaben iibergehen, und umgekehrt.

X = N(X N (x)
:‘f& 0 ’Ukéx — MgX = AL(X)

Zusammént /qu)_‘l‘_ ij—ﬁ /U‘L(X)

I

Diese Kleinschreibweisem fiir Mengen kann neben dieser Er-
Xlirung durch ein Regel—Schema“——ﬂ—-”, woron Zeile zu

Zeile Ubergegangen wird, auch kontextuell eingefihrt
werden, wo gewisse Zeichenreihen durch die links vom Kontextual—
Definitions-Zeichen \\ﬁ;” stehenden Abkiirzung ersetzt werden.

Mo %.MjX%OZ(X).mMSX%a(Q’).

Da die Elemente einer Klasse immer Mengen sind und eine Klasse
immer eine Zusammenfassung von Mengen ist, 158t sich der
KlassenOperstor folgendermaBen schreiben :

{EY A(Y M Y]% {Y A(‘/)} oder

xe{y: e(v)]z <> AX) A MgX
Mengen von Mengen {oder Klassen von Klassen) konnen nicht
immer gebildet werden, da8 man mit zunehmender Entwicklung
der Mengenlehre Widerspriiche entdeckte, welche durch die un-
eingeschrénkte Bildung von Mengen ds absolute Pridikaten—

Extension entstanden.
= n
(ZB.: E=r\/$y )

35‘3. E-. 7\){. X={y:E(\pX‘; .

]l'_ ANTINCMIEN

/|,) Antinomien von Burali-Forti,Cantor und Russell

Als erste wurde die Antinomie von Burali~Forti (1897) ent-
deckt, welche darin liegt, daB die "Menge aller Ordnungs—

zahlent @ — {X: O-B(X):B"

ihren eigenen Ordnungstypus als Element enth&lt, nach der
Definition des Ordnungstypus aber gar nicht enthalten kann.

Danach fand Cantor die Antinomie der "Menge aller Kardinal-

4 en W: {X\KE(X'\):E'

fir welche analoges gitt, wie fur die lengedller
Ordnungszehlen.
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Ahnlich verhflt es sich mit der'lMenge aller Mengen", der All-

menge V {[X Cx = X‘X}S
. welche mit ihrer Potenz-

nmenge identisch ist, daher ihr eigenes Querelement q

enthdlt und somit von sich selbst verschieden-michtig sein
miiBte, was trivialerweise unmdglich ist.

SchlieBlich entdeckte Russell die nach ihm benannte Antinomie

der "Menge aller Mengen, die sich nicht selbst als Element
enthalten".

p:{x:xéx}

Diese Menge miiBte sich selb:t als Element ent-
halten und zugleich nicht entualten.

2.) Eine verallgemeinerte Derstellung der(Cantor'schen)Antinomie
der ALLMENGE

Was bedeuten die hier beniltzten Begriffe nZher? Von den
Mengen kann men durch Abstraktion zu den Ordnungstypen wei-
terschreiben, indem man von den speziellen Eigenschaften éer
Elemente sbsieht, wodurch dznn die tlofe Anordnung der Ob—
Jjekte Ubertleibt. Der Ordnungstyp einer Menge ist also der
Repridsentant ihrer Anordnung. Durch weitereAbstraktion, indem
wir auch von der Anordnung der Objekte absehen, also nur

ihre Anzahl betrachten, kommen wir zu den Méchtigkeiten. Die
Méchtigkeit einer Menge ist also der Reprd@sentant der Anzahl
der Elemente der Kenge. Die Ordmrigszahlen sind daun die
Ordnungstypen der wohlgeordneten Mengen, und wohlgeordnet

ist eine Menge genau dann, wenn sie so geordnet ist, das
jede Teilmenge davon ein erstes Element hat. Die

Kardinalzahlen sind die Mdchtigkeiten der wohlgeordneten
Mengen, Cantor spricht in diesem Sinne von der zweifachen
Abstraktion, durch welche wir die Kardinalzahlen aus den

Mengen erhalten. gy Ab zahlbarkeit der rationaten Zahlen: NN@.

Weiters wissen wir, daf verschiedene unendlichelengen
gleichmé%g.g sein kbnnen, dh. daB eine ein-eindewtige Funk-
tion zwischen ihnen bestehen kann. So sind eth die ratio-
nalen Zahlen gleichmiéchtig mit den natiirlichen Zahlen, was
wir mit dem ersten Diagonalverfahren von Cantor hjeweisen
(Siehe Fischer Lexikon,

Q
O 1 1 3\"" _;“ '_‘)" @:4
- -] A
A4 AR A Zed
117 2¥¢ 37 4¥ /\/K . ——
212 52 b2 - Her 3
g 27 3 L!_l\“l S5 3
3IEhE [T e o] - - o &
N 2 %
1A . i‘\" ] Z""3L/lz
2 N >
:l\ 1 v \I\\l - - W’TO—‘—"’ §S
N 1 [ t - N ' * EPE

zwei Klassen heiSen Gleichmichtig, wenn eine ein—eir}deutige
Funktion zwischen ihnen besteht, das ist eine punktion, geren
; ron ist. A~BS Vo FARBW(FLBRA),

Unkehrung auch eine Funktion ist. = Vg
Dem gxtaﬁionalen Konzept entsprechend ist eine Punktion eine
nsch-eindeutige Klasse von geordneten Paaren. . . .

FhHP) SAKeF>YVax=nddaffiwen apeF > v=w)
Jeder Primirstelle eines geordneten Paares einer Funktion .
entspricht also genau eine Sekunddrstelle.
Die Klasse aller Primirstellen eimer Funktion nennt man ihren

Vorbereich Vb(F) ¢':,’ {X : \7/, (X,‘/> € F-}{

die Klasse aller Sekundirstellen einer Funktion ihren

Nachbereich VILCF) é’_7 {LY :v\)/( ,(X,\/>€ F:k

#p gt eine Abbildung der Klasse A auf die Klasse B" bedeutet
dann, daB F eine Funktion mit Vorbereich A und Nachbereich B

= E AW B S FAE) avb(F)=AAnk(F)=B

WP ist eine Abbildunmg der Xlasse A in die Klasse B" wenn
jedem Element x aus A genau ein Flement yaus B  kraft F zuge-
ordnet ist."

\ .
(F:A—>B) oder FrAR.SB &5 A eA= b (B> VryeBent.
Dieses FElement nennen wir den Funktionswert F(x) von x unter

. [ dns]entaé' Y

der Funktion F. i\
L -

F(x) oder Ftx s 1y.<x yeb. |wemd Yy

Die Punktionaleigenschaft kapn aber avch eine Bigenschaft der

formalen Sprache sein, etwa, wenn es zu jeder Primérsﬁelle
einer wohlgeformten Form genau eine SekundZrstelle gibt.

SRS I\ A ) 2 T > v=v
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by Uber abzahlbacket der veellen Zahlen:N € R,

Andererseits sind jedockh die reellen Zahlen nicht gleich~
michtig mit den natiirlichen Zahlen (und somit auch g

nicht mit den rationalen Zahlen). Wir beweisen dies mit

Hilfe des zwelten Cantor'schen Diagonalverfahrens, indem

wir ein Querelementh konstruieren. Wir nehmen an, es existiere

eine Funktion F der matiirlichen Zahlem N auf die reellen
Zahleny Ry,

F s N = R/)
oder sogar bloB auf dasReelle-Zzhlen-Intervall (0,1) zwischen
O und 1
’ F N N' > (0(’1)

und konstruieren mit dieser Punktion das Querelement qF
welches wieder eine reelle Zahl sein muB. !

Diese Funktion hat jedoch k@ine natiirliche Zahl n als ihr
Argument,deren Funktionswert F(h)das Querelementyrsein kénnte,
weil sich dieses immer an der n —ten Stelle Sphpn VO Tp
unterscheidet,da ja dessen n -te Stelle Ty 1ist und wegen
der Definition des Querelementes ungleich Shn -

Wir haben vorher angenommen,daB eine beliebige Zahl existieren
I.v.ztage ;,welche dies leistet,und erhielten als Essenz unserer
Uberlegung,daB diese beliebige Fumkbtion dies nicht leisten

kann.Deber kann es gar keine Punition leisten,dh. es gibt
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{berhaupt keine Funktion,welche die natiirlichen Zahlen auf
4ie recllen Zahlen sbbilden kann. -VpE.F:N¥>Ra-

Durch Verallgemeinerung dieses zwelten
Diagone’ verfahrens erhalten wir,ia8 die Potenzmenge F?m ,die
Menge aller Teilmengen {x:%8 v} geiner vorgegebenen Menge m,
von griBerer Michtigkeit ist als die vorgegebenew Basismengem m:

Pem) = {xix Cmlrm -

Wir beweisen dies ebenso indirekt wie vorher,indem wir aus
der Annshme einer Funktion F von der Menge m auf die Potenzmenge
P;’\’m‘j,' einen Widerspruch folgexm.
Frmb> Pm) =~ A (felsuw)
Higzu konstruleren wir ebenfalls das Qg.e:element 9F der Punktion ¥
qr = Ix:x&Foo A x€ Verbereich(F) T

G(Frrm>Pr) = Lx:x & Fhx Fava S w
Dieses Querelement qg ,falls es existiert und dies wollen
Wirh-tLSFdem, ist eine Teilmenge der Menge m,des Vorbvereichs
der Funktion F. Deher ist es Element der Potenzmenge P(m},
die ja die Menge aller Tellmengen der Menge m ist.

M QrrmePr) EPm = Ix1x S e

Wenn nun die Punktion F die Menge m auf ihre Potenzmenge T\Dm
abbildet und das Querelement qe Eelement der Polenzmenge ist,
dann muf es auch als Funktionswert dexr Punktion F auftreten.
Bs gibt also irgendein Element der Menge m,welches als
Argument der Funktion F den Funktionswert F(x) =qg liefert.
Denken wir uns dieses Ding festgehalten vnd nemnen es x°.Es

gilt dann also

F(X°_):<1F={X:X¢F(X)}nm .
Wir kmnen hier die Frage stellen,ob dieses x°€n auch
Eelement seines Funktionswertes F(x®) ,dem Querelement qp ,

ist. s o y 5 coa T

e FOes e uxdFonlam=a.
%Y ist Element seines Funktisnswertes,némlich des
Querelementes qe , bedeutet jedoch,daB x° kein Element

seines Funktionswertes ist,da das Querelement ja als
vdie Menge aller x,die kein Element ihres Funktionswertes
sind" geschnitten mit dem Vor bereich der Funktion
definiert ist.

x0e S y") [@xoéq,—.] > x°é¢ F()f}[}x ><°em:{ .

x© ist also Element seines Funktionswertes genau dann,wenn
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es nicht Element seines Funktionswertes ist.Ein Widerspruch,
aus welchem gefolgt werden muf,da8 es keine Punktion von einer
Menge auf ihre Potenzmenge geben kann.

Ve Fim>Pm .

Mit der Definition der Michtigkeit lautet dieser Satz: Pwmi T wm.
Die PotenzmengePmist immer grifermichtig als die Basismenge m.
dy ALLmehgen —Paradoxie
Nehmen wir nun an,wist die Menge aller Mengen,dann folgt,daB
Gie PotenzmengeRyder Allmengevy groBermiichtig ist als die
Allmenge ¥ selbst:
Pv> v
Hieraus folgt unmittelbar,iaB die beiden
nicht identisch sein kénnen:
Pv v
Im Widerspruch dazu Zeigen elementare logische flberleglmgen,
daB die beiden identisch sein miissen.Das bedeutet genau
folgendes: TP VvV =YV
Wenn irgendeine Menge m Element der AllmengeWist
(me \y) 280 ist sie auch Element der PotenzmengePV der Allmengev,
dbh.,sie ist eine Teilmenge m Q¥ der Allmengey .Und umgekehrt,
wenn sie Element der PotenzmengePyist,ist sie auch Element
der Allmenge vy :
meve>r mePv=_xuxcv}
Beweisen wir zunichst die eine Richtung von links nach rechts
dieser logischen Kquivalenz: Die Allmenge enth&lt alle Mengen.
Die Elemente X; irgendeiner Menge m sind zuch Elemente der
Allmenge v ,die Menge m selbst also eine Teilmenge m & V¥
der AllmengeV ,also Element der Potenzmenge“’\vder Allmenge V.
Aexiembmev]l > xev. = mev y = mePv |
Der Beweis der Gegenrichtung lautet: Ein Element der Potenzmenge
ist jedenfalls eine Menge (erstens weil ein Flement prinzipiell
eine Menge ist,und zweitens die Elemente der Potenzmenge die
Teilmengen der Allnengen sind, und eine Teilmenge ja immer
eine Menge ist), und somit Ellement der Allmenge,welche ja
alle Mengen enthilt.
Wir bekamen also einerseits s8aB die Potenzmenge der Allmenge
gréBermichtig ist als die 4Allmenge und somit ungleich,andeer=
seits,daf sie mit ihr identisch ist.
Derselbe Widerspruch,anders lautend,kénnte so gezeigt werden:
Nehme ich nun an, es gibt eine Funktion von der Allmenge Vv
auf ihre Potenzmengeﬂ’\\/,so sehe ich,daB das Querelement Qv

Jensu s Glrye Py)
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Element der Potenzmenge sein miiRte,da es eine Teilmenge der
Allmenge ist,andrerseits jedoch wegen seinexr Konstruktion

(siehe oben) kein Element davon sein kann,und daher keine
Funktion zwischen der Allmenge und ihrer Potenzmenge existieren
kann.Dh. die Allmenge ist verschiedenmichtig von ihrer Potenz=
menge, welcher Sachverhalte, nimlich daB jede Menge grofermichtig
als ihre Potenzmenge ist, ja fiir alle Mengen gilt. Da Jedoch
die Potenzmenge der Allmenge identisch mit der Allmenge

ist, miiBte die Allmenge verschiedenmichtig von sich selbst sein.
Es kbnnte also keine Funktion von der Allmenge auf die Allmenge
existieren,was klarerweise falsch ist,da ja die Identitit

I={<x0x=xT = {<x, x5 erum}

die Allmenge auf sich selbst abbildet.

Diese Antinomie dist jedoch nicht so in der logischen
Struktur der definierenden Begriffe verwurzelt wie die Russell’
sche Antinomie. Sie ist nur herleitbar aufgrund der willkiir=
lichen Festsetzung der Michtigkeitsbeziehungen zwischen Nenge
und Potenzmenge.Die Willkiirlichkeit besteht insbesondere in
der Forderung,daB das Querelement einer Funktion,die eine Menge

guf die Potenzmenge abbildet,immer und Fiir alle Mengen existieren

soll .Schrénken wir jedoch diese Forderung in der Weise ein,

daf das Querelement nur fiir "normale" Mengen existieren soll,

jedoch fir die Allmenge bspw. nicht,so ist der Sachverhalt
Pyv &> v und somit P =\ nicht beweisbar.

3. Ble RusselFsche Antinomie

Russell entdeckte die Antinomie der
"Menge aller Mengen,iie sich nicht selbst als Element
enthalten".

= \FZ—{x:x¢X]} — A
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Russell,der sehr viel Sinn fiir Humor hatte,formulierte sie in dem
bekannten Beispiel des Barbilers,der mit dem Blirgermeister eines
englischen Ortes den Vertrag abschloB,genau die Bewohner des
Dorfes zu rasieren,die sich nicht selbst rasieren. Als er am Ende de

Jahres den Birgermeister aufsuchte,um seinen Gehalt zu fordérn,
verweigerte dieser die Bezahlung nit der Begriindung,er habe den
Vertrag nicht eingehalten., Er habe sich n&mlich selbst rasiert.
Da er jedoch vereinbart hatte,nur diejenigen zu rasieren,die sich
nicht selbst rasieren,h8tte er sich nicht rasieren diirfen.

Der Barbier eilt von dannen und denkt,ein zweites Mal passiert
ihm das nicht,engagiert sich jemand anderen,der ihn von nun an
rasiert. Als er am n#chsten Jahresende wieder zum Bilirgermeister kommt,
verweigert der ihm wieder die Bezahlung mit der Begriindung,er habe
den Vertrag nicht eingehalten,er habe sich nicht rasiert., Da er
aber genau die Bewohner des Ortes,die sich nicht selbst rasieren,
rasieren sollte,hdtte er sich ja selbst rasieren niissen, Was
sollte der Barbier tun,um den Vertrag einhalten zu kdnnen? Die
Antwort ist fatal: Gar nichts,denn er kann den Vertrag prinzipiell
nicht erfiillen. Der Vertirag ist so konzipiert,daB er prinzipiell
unerfiillbar ist., Der Barbier kann nur einen anderen Vertrag ab=
schlieBen,um zu seinem Geld zu kommen,

Ganz analog verh#lt sich der Sachverhalt bei der "Menge aller
Mengen,die sich nicht selbst als Element enthalten", Das Beispiel
des Barbiers ist eine Interpretation dieser Menge. Hier wird die
Elementschaft als Rasieren interpretiert. Die Russell-Klasse R
kann keine Menge Ir sein.Wédre sie eine Menge,so widre folgende
Situation gegeben: enthielte sie sich selbst als Element,so

dirfte sie sich andererseits nicht als Element enthalten,da sie
genau diejenigen Mengen als Elemente enth#lt,die sich nicht

selbst als Element enthalten.Enthielte sie sich selbst jedoch
nicht als Element,so miiBte sie sich per definitionem jedoch als
Element enthalten,da sie ja die Mengen,die sich nicht selbst als
Element enthalten,und das gilt auch fiir sie,als Element enthalten

soll: e 14@\:'\ é\E - ri“éy]*

An diesem Beispiel wird deutlich,da8 eine so definierte Russell!
sche Menge r ein in sich widerspruchsvoller Begriff ist,welcher
daher nicht gebildet werden dar¥, Genauso ist es mdglich,da8
nehrere Begriffe zusammen,oder genauer,die Existenz mehrerer
solcherart definierter Begriffe, einen Widerspruch erzeugen.

titt

LL Ultimal-Klassen und auBerordentliche Mengen
Durch die Kemntnis dieser Antinomien gelangte men zu der
ruffassung,Mengenbildungsprozesse seien nur dann exrlaubt,

wenn die Mengen zuf eine mnatiirliche und evidente Weise
"von unten Iier“ konstruiert werden,nach dem in der Mathematik
#blichen Formalisierungsgrundsatz,da "die Elemente ihrer
Menge gegeniiber priexistent" sein miissen.Dh. ich kann eine
Reihe von vorgegebenen natirlichen Zahlen W4, Nz, Nz,---Nk)
zu einer Menge {h,"hz,»nk} zusammenfassen,ich kann zu einer
bereits existierenden Mengeé m die Menge aller Teilmengen
Pm=4x:xSwm)} bilden,eine Teilklasse T einer Menge m
soll wieder eine Menge sein

MS M A TeM — MS T )

und auch die Leerklasse '{N} ={[X1X#X}

s0ll eine Menge sein,nZmliech die Nullmenge @ .
Hingegen konnen Dinge,welche mit dem Universum unfangs=
gleich sind,in der naiven Mengenlehre und in den meisten
axiomatischen Mengenlehre-Systemen,bzw. Klassentheorien,
nicht als Menge gebildet wexrden:zb.

All¥lasse V={x:x=x}
Russell-Klasse R= {X IX ¢X}
Ordinalzahlen-Klasse &= {x -0z x) }
etc.
Es hat sich also die Meinung durchgesetzt,daB Ultimal-Klassen
auch Proper-Klassen sein milssen,das sind

Klassen,die keine Mengen sind.

Weiters bleibt die Prage offen,nach der Existenz von reilektiven
Mengen m,welche sich selbst als Element enthalten (m ewm )}
bzw. allgemeiner, von auBerordentlichen Mengen ("extra—ordinary
sets"),welche eine unendliche absteigende Elementfolge
besitzen.Solche Mengen geniigen dem obigen Formalisierungsgrund=
satz der Elementen-Pridexistenz nicht.

Es gibt daher noch keinen Weg der Fomalisiemg
von Begriffen,die sich in ihrem Definiens selbst enthalten
"self-refering names",pseudo-names),etwa der Begriff "Wort",
der selbst ein Wort ist.

Nach obigem Formalisierungsgrundsatz dlirfte bspw.
die "Menge aller Abstrzkta",welche ja selbst ein Abstraktum ist,
nicht gebildet werden.(Die Tatsache,daB diese Menge selbst
ein Abstraktum ist,wird metasprachlich aufgrund semantischer
{Uberlegungen entschieden und kann danach als Axiom eingefiithrt

werden.)  ap L. ({x: Alofir(")iﬂ

i
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Es besteht glso noch die Aufgabe fir die Mengenlehre ,eine
Theorie der reflexiven,auSerordentlichen oder nicht-fundierten
Mengen zu. begriinden,in welcher semantische Paradoxien,wie etwa
"Das Wort "lang" ist selbst kurz",

oder "heterologisch ist autologisch',

oder ‘"“prédikatibel ist imprédikatibel"
nicht ableitbar sind.
Die Grelling?sche Paradoxie (1908} der heterologischen,oder
nichit~selbst—-deskriptiven,Ad jektive entsteht aus dexr Frage,
ist das Ad jektiv "heterologisch" autologisch oder heterologisch?
Das Adjektiv "kurz" ist kurz: es ist wahr von sich selbst,es
ist autologisch.Das Adjektiv "lang" ist kurz,es ist kein
langes Adjektiv: es ist nicht wahr von sich selbst,es ist
heterologisch.Ist nun das Ad jektiv vheterologisch” ein autolo=
gisches oder heterologisches Adjektiv?
Wann ist eine Priédikatenextension eine Mengs?
Wenn gewisse "mit dem Universum umfangsgleiche" Ultimsl-Klassen
nicht zu Mengen gemacht werden diirfen,oder,anders gesagt ,wenn
mit dem Wahrheitsprddiket umfangsgleiche Prédikate keine
Mengen komprimieren kdnnen,was bedeugtet das? Wann kenn in

der naiven Mengenlehre eine Gesamtheit von Objekten als Menge
aufgefalt werden,ohne da8 daraus ein Widerspruch hergeleitet
werden kann? Man versuchte dieser heiklen Frage dadurch auszu=
weichen,indem man nur gewisse Mengenbildungen zulieS,welche
anscheulicher Weise als erlaubt gelten. So schuf man einsn
engen konsistenten,dh. widerspruchsfreien Rahmen der Mengen=
lehre,wo nur wenige als gesichert geltende fiengenbildungen
erlgubt sind. In einer solcherart konzipierten axiomatischen
Mengenlehre werden mit Hilfe einer Reihe festgelegter Axiome
die neuen Mengen aus. bereits gewonnenen Mengen konstruiert.
Hier nahm man elementare Dinge auf: die Existenz der Null-
Mengeﬁ ,Einer-Menge {ﬂg ,Paar-lenge {,} sVerschmelzungs-Menge Z,
Teilmengeh(S),Potenz—MengeTP ,Bildmengeqund Netiirliche-Zahlen~—
Menge J-L . @

Driicken wir diese Existenz mittels Klassenvariablen und Mengen=
préadikat aus,erhalten wir eine Klassentheorie.

{0.001

T, Die_sxrousriscrey uencEmERREN _( Standard-Sysfeme)

4 Die NEUMANN-BERNAYS/sche Klasssentheorie NB

M g S@’ Nullmenge

Mﬂ A > MS (A} Einermenge
MSA N MSBA Mﬂ {/\,B} Paarmenge

MqgA — Mg Z A versggagies--

ME\;A /\AQB‘%M(SB Teilmenge
oder MﬁA —> M3 AnB (Aussonderung

Ma A —> M3 F A Potenzmenge

MSA/\(F:AH B) N MSB Bildmenge
oder Fkt F A Mj\/orberef\d\F - MS Nach bereich F
oder Fkt F —= MgA —> ij YA

M% ﬂ oder M5 @n‘ﬁn gﬁiﬁﬁée

padrweise
Jede Menge nichtleerer disjunkter Mengen hat eine Auswahl-~Menge.

A:B > /\y \/GA > yeB ) Gleichheit

Allgemeine

WEig B Vigy X={Y-EQ)AMqY J gz
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Bei der MAxiomatisierung der Mengenlehre durch
von Neumarm wurden die durch eine Zusammenfassung von Objekten entstan—
denen Gesamtheiten in zwei EntitZten—Gruppen vete:.% \i*e:.nelmPradlkaten—
extensionen Sind Klagsen y und gewisse Klassen werden mit Hilfe dew
Mengenexistenz—-Axiome als Mengen ausgezeichnet. Wir bezeichnen daher eime
solche Axiomatisiermg als Klassentheorie, In ihr wird das Aussonderungs—
axiom (3 meist als Teilmengenaxiom,"eine Teilklasse B einer
Menge A ist selbst eine Menge", formuliert, das Ersetzungsaxiom (3 BF)
als Bildmengenaxiom

ndas Bild FWA einer Menge A un®reiner Funktion F ist
selbst einé Menge.
Un das Auswahlaxiom (AC) (Axiom of Choice), sowie den Woklordnungssatz
uwnd das Zorn'sche Lemma, als #quivalente Formulierungen desselben, wur—
de in der Vergangenheit ein heftiger Grundlagenstreit gefihrt.
Die Beziehung zwischen der durch das Reflexivitdis— und Substitutivitdts—
gesetz festgesetzten @leichheit "=" und der Elementschaft 'g" wird in
der Mengenlehre wegen derem extensionalem Standpunkt durch das Exitensie~

nalité&tsaxiom geregelt.

2) Die ZEBEMELO-FRAENEEL-lsche Mengenlehre ZF

Mengentheoretische Gleichheit ist also Umfangsgleichheit (der Prédikaten~—
extension), Die Varizblen in diesen Axiomen wurden mit lateinischen Gross—
buchstaben geschrieben, welche ja Klassen symbolisieren, und wenn diese
Klassen Mengen waren, so wurde dies durch das Prddikat "Mg" vermerkt.
Unter Verwendung der erwihnten Konvention, dass Klassen, die Mengen sind,
durch kleine lateinische Buchstaben dargestellt werden, lassen sich die
genamrten Axiome auch folgendermassen formulieren, wobei wir sie gleich

in expandierter Darstellung aufschreiben:

"Bs gibt eine Menge x, welche keine Mengen y enth#lt.”

E1%)) YAy éx-

"Es gibt eine Menge %, welche genau die Menge & oder die Menge b @d.er
beide) als Element enthilt."

(3L \){/y\.(\/ex6§ y=a v y=h).

"Es gibt eine Menge x, welche alle Elemente y eines Elementes z der Menge

a2 enthdlt, und nur diese y."

Ex <>V , :) .
¢! 2) \){/y\w X \z/_\/ezAZGQ
"Es gibt eine Menge x, welche genau 2lle Elemente y der menge a enthilt,

welche die Eigenschaft B haben.”

(Ass) VA Lyex © yeanaBm).
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"Es gibt eine Menge x,welche genau zlle Teilmengen ¥ der Menge
a enthdlt.'

@)V Alyexe=yea).

"Es gibt e:me Menve x,welche genau alle Ersetzungen y einer

funktionalen wohlgeformten FormiF als Element enthdlt,deren

Primirstelle z Elemente einer vorgegebenen Menge a sind."

(3?\.;) \,{/\/\'(Yex <—>\£:}1F(z, yazZeas).

"Es gibt eine Menge x, welche die Null und mit jedem Element y auch seinen
chhfvlager yubl entnz1s.n

(300) \/ (@éx/\/\ \/Exﬁ\/ul[y]éx )

"Zn jeder Menge a, deren Elemente y nicht leer sind, und deren je zwel
Elemente y; und y, disjunkt sind (d.h., dess ihr durchschnitt leer ist),

existiert eine Auswahlmenge x, die von allen Elemehten y von & genau ein

Element z besitzt.”
yea>yED. A /\ ch‘:a/\\lzéa—*f\hn\{z—@’
(AC)____—> \//\ ea._)\/.zeynx.
x ¥ - z’ .

"Die Menge a und die Menge b sind genau dann gleich, wenn sie die gleishem

Elemente y haben,"

(E) q:l) <> /\{\‘yeqﬁyéb.

Zermelo schuf dieses axiomatische Mengenlehre-System in den Zwanziger

Jahren und Fraenkel fiigte das Ersetzungsaxiom hinzu. Dieses Zermelo-
Fraenkel®sche System gilt heute als das Standard;System der axiomati-

schen Mengenlehre, mit welchem ein grosser Teil der naiven lMengenlehre
aufgebaut werden konnte. Seit der Existenz dieses Systems versucht man,

seine Widerspruchsfreiheit zu beweisen, was jedoch bisher noch nicht ge—
lungen ist. Andererseits aber ist seine Widerspruchsfreiheit quasi experi-
mentell gesichert, da in den letzten 4o Jahren kein Widerspruch daraus
hergeleitet werden konnte. .

Ein solches Mengenlehre-System kann ganz ohne den Begriff

Xlasse auskommen.Er ist eéliminabel (eliminative Klassentheorie)
und kommt in obigem System auch tatséchlich nicht vor.Existierende
Objekte sind eben nur Mengen,und von zu Antinomien fithrenden
Dingen,wie der Russell-Menge,wird keine Existenz verlangt.
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Aus praktischen Grinden verwendet man jedoch entweder

semantische Variablen(deutsche Buchstaben) oder (nicht-quanti=
fizierbare) Halb-Variablen (fiir welche bloB eine Einsetzungsregel
gilt) fiir eliminative Klassen,oder man beniitzt ein Mischsystemn,

wo auch die mit eigner Variablensorte symbolisierten Klassen-—
Variablen guantifiziert werden.

Diese Erleichterung ermSglicht unms,das Verschmelzungsmengen—.u.(E\‘Z)
das Aussonderungs-Axiom (BSEB),u.nd das Ersetzungs—Axiom (3“:)

zu einem einzigen Axiom,dem Bild-Ersetzungs—~Axiom (3 @F)

Zusammenzufassen: Elementoy veon)
"Es gibt eine Menge x,welche genau alle% Funktionswertenfheiner

Funktion F als rlement enthilt,deren prgumente z Flemente einer
vorgegebenen Menge a sind."

(3B+) \){ /Y\.(\{ex e\{: yeFzazea:r).

In der ZF-Mengenlehre wird an Stelle des Omega-Existenz-Axioms (3!0.)
das Unendlichkeits—Axiom (300) verwendet.Da die endliche-~Ordinal~
Zahlen-NMenge ﬂ die engste aller dieser unendlichen Mengen ist,

dh. der Durchschnitt von ihnen, folgt ihre Existenz aus dem Un=
endlichkeits—~Axiom durch Aussonderung:

ﬂ: ‘cour\ '{[u:/x\. (@'ex/\/\f\:\lexeyléx:)—? uéx.]}

Omega ist fundiert,dh. jede nicht-leere Teillmenge davon besitzt it
. - . 1 . 3 St
¢in €-minimoles Elementydh. ein solches,welches mit ihrleeren Durchl hat.

Fuhdﬂ. N FUV\AX é; /J\ZQ#ZQX"'} \\5:\{62/\\’{12:ﬁ:’

li
Diese Tatvache ist fiir ein mengentheoretisches System sehr
wichtig, um die transfinite Induktion und Rekursion begriinden
zu kdnnen.
Manchmal wird zu ZF noch das Fundiertheits—Axiom hinzugenommen
"Alle Mengen sind fundieri".

(Fund) /X\.Fund(x).

Un die Zermele-Mengenlehre spiter erweitern zu kdnnen,verwenden
wir im folgenden an Stelle von ZF das aus didaktischen Grinden
vngeformte System ZF'',wobei die beiden Striche auf diese
Verénderungen hinweisen:1l.) an Stelle des Unendlichkeits—Axioms
verwenden wir das Omega-Existenz—Axiom \h//\.\/@(a Oz(y)/ﬂv:z’éy:.
2.) im Aussonderungs— und Ersetzungs—Axiomywird die vorgesebene
Basis auf fundierte Mengen eingeschrinkt. ... A\/équu SR —zeaf..,
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Typentheorie (Russeu.) ;__Y_

Den Intentionen des mathematischen Formalisierungsgrundsatzes entsprechend
schuf Russell seine Typentheorie zur ﬁberwindung der Widerspriiche. Der
Typentheorie liegt ein mehrsortiger Kalkiil zugrunde, denn ihre Indivi-
duenvarigblen kfnmen von verschiedenem Typ sein, welcher rechts oberhalb
des Individuenbuchstaben steht.

n h h n o h n
Q; ]b; J Gy e s e XY 2
Die Atomformeln ", &." der Typentheorie sind so beschaffen, dass die Va— I
riablen links und rechts vom " &€ " von konsekutivem Typ sind: " x" eyh“ " '
A{is diesen Atomformeln werden nach den Ublichen Formationsregeln die wohl—

geformtenrr Forme ln aufgebaut,
Das Church-Schema (Konkretionsgesetz) lautet hier I

Ve AT < Ay,

und das Axiomenschema der Mengenkomprehension

\>{h+4/y\ Syt ex" e Ay
Wegen ikhrer technischen Kompliziertheit konnte sich die Typentheorie
jedoch trotz ihrer Konsistenz nicht durchsetzen, obwohl Russell in dem
vielzitierten und wenig gelesenem Werk "Principia Mathematica" einen

grossen Teil der Mathematilk darauf begrimdete.

Quine's "New Foundation” NF

Die Zermelo-Fraenkel'!sche Mengenlehre ZF wurde nun zum Aufbau der di-~
versen Teildisziplinen der Mathematik verwendet. Der sehr enge Rabmen
dieses ZF-Systems wirft jedoch bei der Begrimdung einzelner Disziplinen
Fragen auf, wolche die Bemithunzen, den axiomatischen Kern der Mengen—

lehre unfassender zu gestalten, intensivierten.

Quine entwickelte aus der Typentheorie die Systeme "Mathematical Logic®
ML und"New Foundation” NF, indem er im Frege—Schema nur stratifizierte,
d.h. geschiéhtete Formeln zur Mengenbildung zuliess. Die geschichteten
Formeln sind solche, die sich in Formeln der Russell'schen Typentheorie
umschreiben lassen, dadurch, dass den gengrellen Individuen-Variablen
ein Typenindex angehingt wird, sodaszs die umgeschrieﬁene Formel eine For-
rel der Russell’schen Typentheorie wird. D.h. die Variablen-Typen links
und reckts vom Epsilon missen in einer konseizutiven Folge stehen, also
die Variable links vom Epsilon ist genau um cinen Typ tiefer als die Ve-

riable rechts vom Epsilon. Z. B.:

A a -2
Xoe\/«i A\/'IEZZ _)\\{_x"eu Auwlez?,

prrem N




Q

o

10110

Formeln, die dieser Bedingung genigen, nennen wir stratifiziert.

Quine peniitzt auch den Geacanken von Neu-—
monas, dass gewisse Ultimalklassen als Mengen ad jungiert werden.

So ist beispielsweise die Formel "x=x" stratifiziert und daher die
All-Klasse eine Menge im NF- System., Die in der Mathematik verbreitete
Ansichi, dass mit dem Universum umfangsgleiche Klassen keine Mengen
sind, gilt also in den Stratifikations-Systemen nicht. New Foundation
NF hat ausserdem den Vorteil, dass es beziiglich den Boole'schen Opera—
tionen abgeschlossen ist. Wir wissen, doss die distributiv-komplementi-
ren Verbinde in der Mathematik eine grosse Rolle spielen. Das sind
Mengen, lber denen gewisse Operationen ausgefiihrt werden dirfen. (Siehe Tabelle)
So existiert zu jedem Slement eines distributiv-komplementéiren Ver-
bandes auch sein Komplement, zu je zwei Elementien davon der Durchschnitt
und die Vereinigung, und es gelten die Distributivgeseize fir die Ver-
einigung von Durchschnitten und die Durchschnitte der Vereinigungen.

Das Quine'sche System hat also den Vorteil gegeniiber der ZF-Mengenlehre,
dass zu jeder Menge m auch ihr Komplement W als Menge existiert. In ZF
ist das Komplement einer Menge stets eine Proper-Klasse, also eine
Unmenge. NF hat jedoch den Wachteil, dass es 1. mit dem Auswahl-Axiom
unvertriclich ist, 2, Omega-inkonsistent ist, 3. gewisse paradoxe Sach-
verhalte in ihm gelten.

Die Unvertriglickkeit des Systems NF mit dem AuswahlAxiom

Wir wissen, dess in der Mathematik des Auswahl-ixiom (oder der da—

zu Zguivalente Wohlordnungssatz, oder das dazu #quivalente Zorn'sche
Lemma) eine grosse Rolle spielt. Das iuswahl-Axiom besagt, dass zu
jeder lienge nicht-leerer disjuniter lMengen eine iuswehl-Menge existiert.
Das ist eine solche Menge, 4ie aus jedem Element der vorgegebenen
Grundmenge genau ein Element enthilt.

Betrachte ich etwa einen Menschen als dle Henge aller seiner Organe,

Zellen oder Aiome), mo ist elne Auswahlmense der llenge zveler Ge-

sehwister jede Gesamiheit, welche aus jedem Seschwisteriell zenau

ein Orzzn (Zelle oder itom) enshil:i. Eine solche Auswahlmenge muss
jedoch nicht exisileren, wenr die Menge nichi disjunkt ist. diesem fall
entsyricht in uncerem Peispiel eine fenge elner zlamesischen Zwillings—
paeres, welche keine Auswihlrmenge hiten nusc.

fin fermeles Telsplel =zei etwe:

Die lerge ﬂ{orblﬂ ' {( J / ‘{d_%q[\(

‘V(’,,L.uhfl{ﬁb‘fdj
/ i T hq}'
qg IJ] LS \\' hingegerjﬁ-‘

Avguarlmingey

Die Menze ﬂfwl
ie Mense - 4.3

weil eine Menge von Blementen der Elemente dieser Henge nur die Menge \lo"l'
{Q rb} sein kunn, welche nicht aus jedem Element genam ein Element\
enthilt, de sie ja zus dem Elenent {q \ b} zwel Blemente enthdlt.
3as Auswahl-ixiom ist fir die Formal—
Mathemetth aine naheliegende Festsetzunga. GBdel hut nfmlich in seiner beribmten
irbeit "The Consistency of the ixiom of Choice and the generalized
Continuum Hypothesis with the 4xioms of Set—theory" (1940} in einem
modelltheoretischen Beweis gezeigt, dass die um das huswahl-hxiom (AC)
vermehrte ZF-Mengenlehre widerspruchsirel ist, wenn nur die ZF-Mengen—

lehre selbst widerspruchsfrei ist.

ils Regel formuliert prisentiert sich
das fuswahl-ixiom als fuantoren-Eliminations-Regel (QEIR): Men darf
von Formeln, an deren #infang ein Existenzquantor steht, Ubergehen zu
denjenigen Formeln, wo der Existenz—Juentor gestrichen und an Stelle der

von ihm gebundenen Variablen ein Funkiionszeichen eingefihrt wird.

\y{A(x'Y"I"‘VV‘) = A f(Y»\}“-Yw)/\l«)“-\/n)

Hilbert nemni dies den Prozess der symbolischen iufldsunge.
Beweistheoretisch ist das nuswahl-.e’.x:_om

#quivalent zur Quantoren-ilimine .tions-Rezel (QEIR). Das verstérkte (ac)

mit dem Auswahlfunktor " g " formuliert, lautet "ein Element x der Klasse

4 gibt es genau dann, venn das gewiihlte Element & A aus & Element von

\VxeA e gAeA

ergibt mit Hilberts " 5"——0perator geschrieben

VA (g -yn) = A ((ExBxenga)y Yoy oY)
X
eine modifizierte(QEIR)

\/ﬁ x;‘M;---Yn)"‘H’" Q(f Yoo Yo )y Yar-cc Yn )

in der die Aguivulenz furck das Rejel-schame~Zeichen s Ll
rE e 7' rechic von der Aquivelenz durch

A ist."

und die Zeichenreile

den noch nicht verwendeten n-stelligen Fyniztions—-Buchstaben

B ersetzt wird.
_B) zun oonsorenkalill erz euste konservative

Die durch Hinzunzhme der (
Erweiterung einer Theorie T irt ;edoch zu dieser rela +iv konzistent.
ER), T )

Erwcons (T#(GEWR),T) Rel Cst (T

Von diesem kurz formulierten Axiom "das gewdhlte Element einer
nicht-leeren Menge ist Element dieser Menge" kann men iibergehen
zu der in der Mathematik iblichen Form des Auswahl-Axioms

njede Menge nichi-leerer pearweise disjunkter Mengen besitzt eine
Auswahlmenge", welches sich aus ersterem herleiten ldsst.

e i A e e AR e o T N TS S SN P IOy 2t o s s




Theorien,in welchen die Existenz-Quantoren solcherart eliminiert wurden,”‘ooo }

bleiben widerspruchsfrei,wenn sie es vor der Elimination bereits waren.
Parallel zu dieser beweistheoretischen relativen Widerspruchs—-
freiheit einer Theorie zu ihrer gquantoren—eliminierten Theorie
verliuft ein modell-theoretischer Beweis. Dieser kann jedoch

nur gefihrt werden,wenn zusitzlich zur Existenz (Existenz-
Quantor) die Eindeutigkeit vorliegt.Dh. ein Punktionszeichen

kenn modell-theoretisch nur dann eingefithrt werden,wenn die

Formel lautet "Es gibt genau ein (M) Ding,welches die Eigemschaft

esitztm o\
=r e YA(X)Y/\I~'-\/I\> ‘__ H(f(y'\)‘-')’n))Ydy---Yn) .

Piir die Inhaltliche Mathematik (Substanz-Mathematilk) ist
das Auswahl-Axiom keineswegs trivial. Denn fiir sie ist nicht
nur die Widerspruchsfreiheit,sondern auch die Addquatheit
ihrer Formalisierungen von Bedeutung.Dh. die Formalisierung
soll den inhaltlichen Sinn der mathematischen Aussage in

einer zumindest brauchbaren Weise widergeben,wenn nicht sogar
wirklichkeitsgetreu widerspiegeln.

Das Quine’sche System ist also mit dem Auswahl-Axiom unver=
tréiglich .

Fiir die S-Mathematik bleibt qlso die Frage offen, ob
(AC) mit der jeweils behandelten Theorie kompatibel ist.,
Es ist durchaus méglich, daB die Hinzunahme von (AC) zu
einer Theoris T deren Omega- oder Term-Inkonsistenz

2001858 v T= Gt (T+(AC) T

FORMAL~Math. SUBSTANZ-Math.
Formale Umgangssprache FU TInhaltliche Sprache
Sprach -Katkil Dbjekt-Ebene =Meta-Ebene
usus- offenes Axiomencystem  [(evident gegebene) Objekte,Funktionen
Regelschema Inhaltliches Schliefen

Formalisierungen davon:
4 Kongistenz 1 { Konil&‘(ena'l'Adq quqﬂ\&"’
2 Aoluqmd!nenL D-uTerm-kongidt, | 1+ L w Term ~Konsigtens
FI COVOH‘! qn’(’
“RelGE (T8O, T)
Cst (3Pa +3Anb)

FI IV\ v arxahT
1O Rl TGt (T2 T) 7~
Imprédikativ (FPa+3Aab)

1 1.0 01|

b—)Die Omega-Inkonsistenz des Sysfems NF

Die Omega-Konsistenz besagt folgendes: in der Zahlentheorie
kann etwa ein Satz fiir alle natlirlichen Zahlen beweisbar sein,

.dh. es gilt A fir die Mull,a fiir die Eins, A flr die Zwei,usw,

kurz ,fir 3ede natiirliche Zahl N ist der Satz A beweisbar.
l——A(O) Aty , AR A, Lo
Yo §-- A(n) (n metaspracklich )

\
Diese Notation bedeutet,da8 das Satzschema A("):-‘Vf’)w--"\(“J:“}
beweisbar ist.Dieser Sachverhalt ist jedoch zu unterscheiden
von der Beweisbarkeit des Satzes "Fiir alle natlirlichen Zahlen

S /\} An (n objeictspraclich)

Es kann nun in einer formalen Theorie T durcheus méglich sein,
dai fir jede natiirliche Zahln der Satz "4 von m " beweisbar
is‘l:,also' das Satzschema,iaB aber trotzdem auch der Satz
"Es gibt eine natlirliche Zahl,fiir die die Eigenschaft Non-A
gilg" beweinar ist.

I A

b AG) AN, AW, .« K =
anders ausgedriick?t

i %-A(rnﬂ ?><l— /\Am .
Wenn dies der Fall ist sprechen wir von einer Omega-Inkonsistenz.

-G /N Y= A X \/ Atn)

(das Punctum subscriptum driickt die Metasprachlichkelt des" n" aus )

Positiv definieren wir also: Eine Theorie
ist genau dann omega-kxonsistent,wenn es kein Pra@dikat A
gibt,sodaB in der Theorie T sowohl flir jede natiirliche Zahl m
der Satz "A(m )" beweisvar ist,als auch der Satz "Es gibt ein
n,sodaB qA(n) gilt" herleitbar ist.
\‘»v{ - A () ]

-Gt (1) 5 Hhdd As[Fn ke A &

FPlir die Formal-Mathematik ist diese Omega—-Inkf)asistenz irrelevant.
Wichtig ist nur,da8 die Theorie konsistent ist, und dies \

kann trotz dexr Omega—lnkgsistenz durchaus mdglich sein.
Normalerweise ist eine Theorie inkonsistent,wenn aus ihr ein

Satz A ableitbar ist und zugleich sein Gegenteil Non-A ableitbar
ist.
Cat(T) &= 3%4/\ [ie Atk o8] burz: (T A H-ARA

In der Quantorenlogik ist das Equivalent dazu,laB jeder Satz
ableitbar ist (ex falso quodlibet). A H— B
Diese Ableitung ist ein metasprachlicher Vorgang,cie abgeleitete
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Formel gehort der Objektsprache an.Bs ist nun zb. einerseits
mdglich,daB der Satz "fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt A
von m " /h\ﬁ(h) ableitbar ist,andrerseits kann es auch
méglich sein,3aB dieser Satz nicht ableitbar ist,jedoch fir
jede natiirliche Zahl der Satz "A von n" 4(r) ableitbar ist,
dh.es ist ein ganzes Schema von Sétzen ableitbar,némlich das
Schema A (0),A (1),A (2) ... A (n),.. Aus der Tatsache,daB
dieses Satzschems ableitbar ist,folgt nicht,daB der Satz
"fiir alle n gilt A(n)" beweisbar ist.
O A, Ay, Aln, - HE VA
Gilt in einem zahlentheoretischen System das Induktionsaxiom
"Gilt eine Eigenschaft fiir die Full und folgt aus der
Tatsache,da8 die Eigenschaft flr eine natirliche Zahl
n gilt,iie Tatsache,daB die Eigenschaft fiir die natlr=
liche Zahl n+l gilt,so gilt die Eigenschaft fir
alle natiirlichen Zahlen"
A0 A AN Al = fitrra)). ANRIO)
so kann im allgemeinen aus dem Satzschema A(0),A(1),...A(01) ..
formal der Satz "alle n A(m)" /n\AA(n) hergeleitet werden.
Gilt bspw. das Induktionsaxiom nicht und ist dieser Satz
aus dem Satzschema A(0),A(1),..A(n),... nicht herleitbar,
so kann das Satzschemz A(0),A(1),...A(n),... mit dem Satz
"Es gibt eine natiirliche Zahl,fiir die Non-A gilt" \h/"”q(h)
- bzw. guantorenlogisch dquivalent dazu "nicht fir alle
n gilt A(n)" A\ A —
vertriglich sein. Es muB kein Widerspruch daraus folgbar sein,
welcher wire,daB sowohl 4 A{v.) als auch ,-./} A(v\} ableitbar ist.
Diesen Sachverhalt nennt men omega-inkonsisten® (w —inkonsistenz).
Selbstverstindlich ist jedoch fiir eine brauchbare
addguate Formalisierung der Inhaltlichen Mathematik eine
omega-inkonsistente Theorie unbrauchbar.Denn was s0ll man sich
unter dem Sachverhalt denken,daB fiir jede natiirliche Zahl n
ein Satz A(n) beweisbar ist,aber es trotzden auch eine natir=
liche Zahl geben soll,flir welche der Satz A nicht gelten soll.
Man denke sich etwa eine solche omega-inkonsistente Zahlemtheorie
als Disziplin der inhaltlichen Mathematik.
Das System NF ist omega—inkonsistent,daher kann es nicht als
adiquate Formalisierung der Mathematik beniitzt werdcnm.

¢) Ein Paradox im System NF

Weiters ist in NF beispielsweise der Satz beweisbar,dafl die

‘setzung,dal die mengenkomprimierendenEigenschaften geschichtet

(R RAVAR

Menge aller Biner-Mengen Xleinermichtiz ist als die aAll-WNenge.
‘ﬂ:x:\\l/.x={\/3~} < v = {x:x=x}

Ein paradoxer Sachverhalt,da man doch jeder Menge ihre Einer— |

Menge zuordnen kaniis

e e e,
(0 11 { ) {
I = L6,y L 0, D

und damit eine e:i_n—-eindeutigé Funktion
zwischen den beiden Bereichen gegeben ist.Quine rettet sich
gus diesem Dilemma,indem eben diese abbildende Funktion aufgrund
des Stratéfikationsschemas keine Menge ist,und mzn deshald die
Antinomie von Centor nicht herleiten kanm. So ist dieser Sach=
verhalt zwar paradox,jedoch nicht widerspruchsvoll,zum Unterschied
von ZF,wo das Bild einer Menge immer eine Menge' ist,auch wenn die
abbildende Funktion eine Proper-Klasse ist.

Aus dieser kurzen Replikation sehen wir,
daB das System New Foundation fiir die formale Mathemsdtik inter=
essant ist,weil es insbesondere durch seinen mechanistischen
Charakter,welcher dadurch entstand,daB wir die geschichteten
Formeln aus der Russell’schen Typentheorie herleiteten,nahelie=
genderweise widerspruchsfrei ist. Fur die inhaltliche Mathe=
matik ist es jedoch unbrauchbar und philosophisch irrelevant,
dea die darin erzeugten Mengen keineswegs in einer natiirlichen
Weise gebildet wurden,sondern eben durch die willkilrliche Fest=

werden.

Teil B

Wir wollen daher versuchen,shnliche Systeme wie NF zu finden,
welche zwar die Vorteile von NF besitzen,nfmlich die Existenz
der All-lenge und gewisser Ultimal-Klassen als Mengen und
&die Abgeschlossenheit beziiglich der Boole'’schen Operationen,
welche jedoch mit dem Auswahl-Axiom vertrédglich sind und
wombglich keine paradoxen Sachverhalte implizieren. '

Zu diesem Zweck wollen wir die ZF-Iengenlehre auf eine einfache
Art und Weise einschriénken zu einem zur ZF-Mengenlehre
semideduktions-gquivalenten System ZF// ,einem System,in dem
gensu die Existenz der geschlossenen Terme ableitbar ist,
deren Existenz bereits in ZF ableitbar ist. Und auf die ge=

schlossenen Terme kormt es uns ja an,denn diese werden ja

interpretiert.

e AR U SRR A o Y e S oML
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V. DIE ANTI-MENGENLEHRE ANT
Parallel zu diesem eingeschr‘ankten System ZF'' bilden wir die
Anti-Mengenlehre ANT. Das sind jene Sétze,welche wir erhalten,
indem wir das Primitiv-Prédikat "¢" an allen Stellen seines
Vorkommens in expandler‘ber Form durch s=1n Negat Non-Egsilon éi”
ersetzen , und umgeke[nr‘f‘ “& durch "
Wir beginnen also mit den Axiomen u.ud b:.lden iiberall den
Kontradual-Satz dezuy welchen wir mit (X) kewnzeidinen:
Der Kontradual- satz zur Nullmengenexistenz "Es gibt ein
Ohje¥t x, welches kein Ding enthalt"
(39) Y0 .

ist der Allmengen—Ex:Lstenzsatz
"Bs gibt ein Objekt x, welches alle Dinge enthalt®

@ (Iv) \/g/\ 5 é§
Das Supplement des Paamengensa‘bzes
"Eg gibt ein Objekt x, welches genau a oder b als

Element hat"
(1D Yl ay g-H-
ist der AusschluB—Mengen—-Satz
"Es existiert ein x, welchesalle Dinge auBer a und b
= "
)™ BT e —peer +3) @
Anzalog zum Verschmelzu.ngs—Mengen—Satz (Veremlgungsmengen-Sauz)
"Es ex. x, welches alle Elemente eines Elementes von
a enth&dlt, und nur d:l.ese."
EE)p4 (g e ling €30 jen)
erhalten wir den Satz vom Komplemen‘bs—])u_rchstos (Komplemetnitts—
Durchschnitt) "Bs ex. x, welches genau die Elemente aller
Nicht-Elemente von a enthalt"

(*) (E4v) fﬂ ((c “w\/( né §4‘=d\ } oden \/f[l\(vzé §<—->;‘§\3j'€;1"“’25§:>‘ ()K)

Dem auf fundierte Basismengen eingeschriénkten Aussonderungs-—
satz (au.sgesonder‘be—Teilmengen—Sa‘bz) "Es eX. X, welches}genau
die Elemente von bF enthélt, die die Eigenschaft A haben"

(SC—:/‘*QV/\ /\(G——)}a(é‘ﬁ* u/}g,

{101

entspricht der auf gegenfundierte
Basismengen eingeschrinkte Einziehungssatz ({(her)angezo-
gene-Umfassungsmengen—s.)
die Elemente von be
enthslt, oder solche Dinge, d:Le die Eigenschaft A besitzen"
®) (320 V- nefemef Ul ®
Weiters gilt der Po‘benzmengensatz
"Eg ex. x, welches genau alle Teilmengen von a enthdlt"
(SHDW/\ g e gy SAL-
und der dazu kon raduale Richari-Mengen-Satz
"Eg ex. X, das gemau alle Nicht-Uberdeckungen von a enthalt"
) (3R Vel 7e fom o )
mit der Richard'schen Antinomie als Memoregel, welche mit
Hilfe der "Menge aller Memgen, die durch nicht mehr als
100 Worte definierbar sind", erzeugt wird.

"Es ex. x, welches genau

Es sei hier darauf hingewiesen, daB die Potenzmenge wvon a
nur jene Teilklassen von a enth#lf, die Mengen sind, und
Teilmengen werden in der ZF-Mengenlehre nur durch das Aus-
gonderungs—-Schema, bzw. Ersetzungs—Schems erzeugt.
Werden daher bei den wgf. Formen dieser S¢hemata Einschrén-
kungen gemacht, so sind nicht alle Teilklassen einer Menge
Elemente ihrer Potenzmenge.
Dae ZP-Ersetzungsaxiom latet: "Es ex. X, welcheqlgenau alle
Ersetzungen y einer funktionazlen wg. Form F als Element
enthilt, deren Primirstelle z Elemente einer vorgegebenen
Menge a sa_ud"
G"" %p@i({)% \//\ (’\\ e'lf<>\/ l? 3,’1‘3/ z\jéﬁ‘ )

Eine wg. Form F hat die Funk‘tlonal—Elgenschaft wenn jeder
Primirstelle genau efng Sekundérstelle entspricht. D.h. wenn
aus F (x,y) vnd F (x z) folgt, daB8 y = z ist.

Fhi( F)(—j /\/\ ?(xx/},\?-(x&}—s\/ z).
In der restringierten Zermelo—Mengenlehre ZF*'wird dieses
Ersetzungs-Axion auf einen fundierten Vorbereich aF be-

schrankt. \/ /\ ("96456’\/ }7%(—% ,,9) %GMF>

Dz die Funktlonalelgenschaf‘b einer wohlgeformten Form F durch
Supplementierung (Kontradualisierung) erhalten bleibt, lautet
das eingeschrinkte Anti-Ersetzungsaxiom "es gibt ein x, welches
genau alle y enthdlt, die nicht Ersetzungen einer funktionalen
wg. Form F sind, deren Primirstelle z Elemente des Komplements
einer vorgegebenen lﬂerge fsind"

x (3¢ \é/\ Qéiﬁﬂ\-fi %@(S;Q)Asé;gi% €3]
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Einfacher zls dieses technisch komplizierte |{,1{{
Ersetzungs-Axom ist das ihm entsprechende klassentheoretische
Bildmengen~Axiom, bel dem nun der Vorbereich eb&nfalls auf
fundierte Mengen eingeschrinkt werden muB.

"Das Bild einer fundierten Menge af  unter einer Punktion H
ist selbst eine Menge" M ‘/\ﬁ)“ h

oder ausfithrlicher "ist A¥ eine fundierte Menge und H eine
Punktion mit dem Vorbereich A" und dem Nachbereich B, so
ist auch B eine Menge
(38) Mg AU (% At ) =5 Moy B

Wegen der technischen Kompliziertheit des Ersetzungs—-Axioms
formilieren wir den Kontradusl-Satz des eingeschrinkten Bild-
mengen-Axioms "Das Anti-Bild einer gegenfundierten Menge A6
untereiner Anti-Funktion H ist selbst eine Anti-Menge." oder
"ist AG eine gegenfundierte Anti-Menge und H eine Anti-
Funktion mit dem Vorbereichs-Komplement 19 und dem Nach-
bereichs-Komplement B, so ist auch B eine Anti-Menge."

) (FAD) AKX (TR —TT )= Al 0
Der Kontradualsatz zur Existenz einer unendlichen Menge
"Es ex. X, welches die Null und mit jedem Element zuch sei-
nen Nachfolger enthialt”

<3°°)\/ (@€ZA,\
wobel Nf‘“‘w«jw "’Q' =My v [n&ﬁ

lautet "Es ex. x, welches weder die Allmenge moch den Vor-
laufer eines seiner Nichtelemente enthdlt".

0F) (=) VA ¢Ea: 7¢§~>’r$() )
wo e \/cha.hfe,‘r n = M —H:f—ﬁ

Da wir jedoch zum Beweis der Transflnlten Induktion
"Wenn daraus, daf alle Vorginger y einer Ordnunsezahl x eine be—
stimmte Eigenschaft E haben, folgt, daR auch x diese Eigenschalft E
hat, dann haben alle Ordnungszahlen diese Eigenschaft."

o;m« Yex ny) — Uhx) — /\ ’UL(Z)
und der transfiniten Rekursion die Existenz e:.ne"‘ fundierten

unendlichen Menge benttigen

(Zeohnd) \‘/ﬁ «Fund k4 A@,@(g/’\ /%: '\((‘)er‘]g—»yb'e%: .

(zum Beweis der transfiniten Anti-Induktion die Existenz einer
gegenfundierten supplementér-unendlichen Menge berétigen)

&) @inged) Ve.OodEavE fa X > ek,

€S )

it
verwenden wir in ZF'' das Omega-Existenzaxiom "es gibt ein x,
welches genau die zm (dedekind-)endlichen Ordinalzahlen ent—

halt"
an) Vv /n% W ey F-Oz( vgpmV 3E94371:).
Supplementar dazu. erhalten wir das w—Ex:.stenz—Ax:Lom "es gibt

ein x, welches die nicht-Anti-Ordnungszehlen oder die unendli-
chen XKomplemente eines y als Elemente enthdlt".

)  Fw) \/§ €S 10 (v 5§ maf~Ts). (%)
Der Komtradual-Satz des verschdrften Auswahl-Axioms
"Es ex. ein X, welches Element der Klasse A ist, dann wnd nur
dann, wenn das gewihlte Element £A aus A Element von A ist"
(£) \/x cAe £AeA

lautet "Wenn es ein x gibt, das kein Element der Klasse A ist,

80 ist auch das komplementsgewshlte Element® A aus A kein
Element von A"

® @) VxéA—> TALA )
Das Extens:.onallta'bsa_xlom "Zwei Mengen sind gleich, wenn sie
die gleichen Elemente haben”

o ) o=beh)-(yeayeb):
geht durch Kon‘braduallslerung in sich selbgt tiber.

2.) Die Anti-Theorie ANT ist das Spiegelbild der ZF-Mengenlehre.

(D]

Pro~Mengenlehre l Axti-Mengenlehre
Ob jekt-Konstanten:
Null-Menge @ All-Menge W
Nat.-Zahlen—-Menge fP |anti-Zehlen-Nenge a4
Ob jekt-Funktoren:
Einer-Menge [¢] |Einer-ausschlug el
Paar-Menge Tab] |Ausschlus : o, bT
20 Verschmelzung Za 1: Komplements-Durchstod ﬂ—'a
2 | Aussonderung ANk |Einziehung Aubld
2| Potenz—-Menge R)Q Richard-NMenge Ra
S | Ersetzung (Bild) B, b |anti-Ersetzung (anti-3ild) 7B
M Prédikate:
= Elementschaft "eg" |Nicht-Elementschaf® ¢
<]} Gleichheit "= lgleichheit t=
| Inklusion "C" |Unfassung 2
{— Fundiertheit Vs ed” | Gegen-Fundiertheit Gend"
D‘: P .-
~ Operatoren:
N Mxiass en—Operator Xx:A {\)'3 inti-Klassen-Operator  {{x:A{]
Mengen-Operator Tx:A{VE Anti-Operator T AT
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Anmerkung:Die Einer-lMenge [[&f verhdlt sich zum Einer—Ausschlus
-7 = . .

Mol ="n=v-l0l 5o wie die natiirlichen Zahlen n zu den negativen

ganzen Zahlen »w=-N=0-n .

3.)Formel-Isomorphismus , Variaklen "V(Orrespahdenz

Wir sshen hier, daB in der Anti-Mengen'Lehre
die Anti-Mengen von der All-~Menge herab konstruiert werden,
und zwar genauso von oben herab, wie sie in der Zermelo-Mengen~
lehre, beginnend mit der Null-Menge ¢ und der natiirlichen
Zahlemengeﬂ ,von unten her konstruiert werden.
Zu jedem Begriff der Zermelo-Mengenlehre als Pro-Theorie gib%
es dann einen kontradualen Supplementir-Begriff der Anti-Theorie,
ghnlich wie es zu jeder natiliriichen Zahl eine negative ganze
Zahl gibt.
Die Anti-Mengenlehre ist trivialer Weilse relativ widerspruchs—
frei zur Zermelo-Mengenlehre, dh. sie ist widerspruchsfrei,
wenn ZF widerspruchsfrei ist und umgekehrt. Wir ersehen dies
sofort, wenn wir das PrimPridikat Epsilon "é ", wie wir es vor-
hin als Rasieren interpretiert haben, als Nicht-Element inter-
pretieren. Dadurch geht jeder Satz der Zermelo-Mengenlehre in
den dazugehdrigen Satz der Anti-Mengenlehre iber.
Diese Bildung des KonTracualsatzes stellt also einen Formel-
Isomorphismus dar, den wir auch Supplementierung nennen. Die
zu einem wohlgeformbtexr Ausdruck A dazugehdrige Supplementéir—
form AS ist also der Satz, wo die Elementschafitsbeziehung
Epsilon "E'iiberall durch das Negat "&"ersetzt ist. Diese Supp-
lementierung vergroBern wir, indem wir zur Kontradualisierung
noch eine Variablen-Korrespondenz “Vk " zwischen Alphabebten hin-
zufligen:
Zwischen dem lateinischen Druckalphabet (Gro8- und Kleinbuch-
staben),dem griechischen Alphabet (GroB- und Kleinbuchstaben),
dem deutschen Alphabet ( GroB- und Kleinbuchstaben),usw.
Damit wird jedem Buchstaben des einen Alphabetes ein-eindeutig
sein "gleichlautender" Buchstabe des korrespondierenden Alpha-
betes zugeordnet. Zwischen der lateinischen und deutschen Schrift
ist diese Zuordnung klar, bei der griechischen Schrift missen
wir jedoch Sonderzeichen einfiihren, etwa ein zum U gehdriges
Uta und ein zum V gehdriges Vauta und dem Q miissen wir bei-

splelsweise das Detha @ zuordnen.
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4yAxiome SYNTHO - MENGENLEHRE L
N Al
29 Der Fundierung-Funktor  .F
(3)@) V/\ )/é)( Nullmenge — _
Durch die Anderung der Buchstaben erhalten wir also aus der
@v) V/\ Y €X. Allmenge Pro-Anti-Mengenlehre ein volliganderes System, nsmlich die
Syntho-Mengenlehre SY, ein viel stiérkeres System, weil durch
(3 [-.U) \//\ . )’ €EX <> y= c;\/), = Paarmenge die iterierte Proto—Anti-FPunktor-Anwendung mehr Objekte als
(HE]_ \//\ b im PROANT erzeugt werden ktnnen. Im Unterschied zum vorigen
> Yéxﬁ y %d/\)/—'# Ausschlus System PROANT ist es dahe:lhler noch sehr fraglich, ob SY
derspruchsfrei ist. Wir w:.ssen a, daB, wenn wir beispiels-
(3 W\. ex eV : i g2 4
z) Xy 7 2" JeEnz€at. Verschumelzung weise die All-MengeV fir a im Aussonderungs-Axiom
3IVA. . VA Exe A BY).
( ﬂ) X )’\ )/éxe—)/\. 2 éa'->)’€2:. Kompl .~DurchstoB . x Y b yed A 82
z einsetzen: VA 8
I r Fr Y EXESY L€V A .
G-B) y/y\')'€x‘—>7€d/‘8()’)~ Aussonderung x 7 / . 7 7 . N
c Wir den Teil Y €Y abklammern ktnnen, da ja jede
>
(3—5) ¥§\'7€X S YEA TV B()’)- Einziehung Menge ein Element der All-menge ist, und so das Aussonderungs-—
S v Axiom in dasFrege-Schema Ubergeht.
C‘”P) \x//\-y'&)&é—?y ca- potenzmenge ‘ \//\ Sy €X —By).

CBR) }(//\ -)/éx (___>>, :?-G\. Richardmenge i . Das Frege-Schema :Lst jedoch inkonsistent, daldam:.t die Russell-
Menge erzeugt werden kann.
\//y\ YEX &> \/é\/ — L.

Wir sehen aber, da8 bei u.ns[:.m System SY dies nicht mglich ist,

€L V/\ yexe\/ MGy azeqF:

Ersetzung

(3““) \//\-YEX@’I\/Z%H(Z;‘/)/\ieQG’: . Anti-Ereets da wir in der Pro-Theorie ZF'' ihrem Aussonderungs-Axiom
\/), “y&xevyeataBly).
(Em V/\ \/6)(’?‘) EOZ\/ A _[\/ ch Omega die Basis-Menge a zuf fundierte Mengen beschrinkt haben
(durch den hochgestellten Fundierungs-Funktor).
(aw) \//\ YEXEq EOZY v \/ ZCY w-Menge Analoges gilt fiir das .
Teilmengen-Axiom MC]X AXF2Y— ‘\1 Y
(%) \/Xeq > fgqegq Auswanl Ersetzungs-Axionm Fk+H ~>\//\ fé)c ‘—>\/ zedt /\‘l"{i Y)n
X und das Bildmengen-Ax. MgXFa (H xuy) >E‘1m‘,«‘ 5
(E) \)4.)( Eq. —> X G-C? Kontra—Wahl wo wir den Vorbereich auf fundierte Mengen beschréinkt haben.
‘ Setzen wir in diesem restringierten Aussonderungs—Axiom (oder
(E))(AH*E) a=b <> /\/\.\/Gq > Yeb‘ Extensionalitst dem Tellmengen—Ax:.om) die All-Menge \Y als Ba.s:.s—Menge ein

\//\ yexeye\yrﬂ b\y)
(Hr‘\y Fanf2Y-> MgY)

so wird sie eliminiert, da sie nicht fundiert ist, und es tritt
die Leere-Menge an ihre Stelle.

}(//\/\-}/ex < ve ¢AB(\/).
(Mo A F2Y>1g 7]
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Aus der Allmenge kann man also keine Mengen aussondern,und
generell, aus irgend -einem Anti kann keine Menge ausgesondert
werden, dz ja die Antis nicht fundiert sind. Ich kann nur aus
den Zermelo-Mengen aussondern, beziehungswelse von jhnen Bilder
erzeugen. Umgekehrt kann ich nur in die Antis andere Antis ein-
ziehen und Anti-Bilder produzieren.
Das Handikap, daB das Aussonderungsaxiom durch Einsetzen der
Allmenge in das Frege—Schema Ubergeht, haben wir beseitigt
durch den Trick mit dem Formel-Isomorphismus, indem wir parallel
zur Zermelo-Fraenkel'schen Mengenlehre und der Konmstruktion der
Mengen von unten, die Anti-Mengenlehre mit der Konstruktion der
Mengen von oben her, gebildet haben, und eben nur fiir Protos das
Aussonderungs—-Axiom zulassen. Es bleibt aber weiter die Frage
offen, was passiert, wenn man andere Proto-Funktoren von Anti-
Mengen bildet, etwa die Potenzmenge von einem Anti.
Nun haben wir schon gehdrt, daB etwa die Potenzmenge der All-
menge wieder die Allmenge ist. Was ist mit der Potenzmenge der
Allmenge ohne der Null? P(v )
Die Klasse aller Teilmengen de lmenge ohne der Null

{[x:x c v -]
ist mir ersichtlicherweise die Klasse aller Mengen, die die
Null nicht enthelten. {[x:&&x}

Wir sehen also, die Potenzmenge von einem Anti wird extensional
kleiner, also weniger umfassend, als die zugrunde gelegte Menge.
Es wire daher mdglich, daB die Potenzmenge soO klein wird, daB
sie in den antinomischen Bereich hineinragt, daB sie etwa so
¥lein wie die Bussell-Klasse wird. Aus diversen komplizierteren
berlegungen jedoch, die wir hier beseite lassen wollen, ist
ersichtlich, daB durch Potenzmengenbildung, Verschmelzungsmengen-—
bildung, Pearmengenbildung, etec., von Antis, keine Proper-Klassen
entstehen.

Analoges gilt umgekehrt fiir die Anti-Operationen von Protos.

Wir kdnnen also ohne weiteres die beiden Systeme: ZF''(als PRO)
und ANT, mit lateinischen Buchstaben geschrieben, zusammenfiigen
zur Syntho-Mengenlehre SY, welche zur Zermelo-Fraenkel'schen
Mengenlehre ZF relativ konsistent ist. Ein diesbeziiglicher rela-

NeJeNRN
3y Komplements Existenz NEkAN

tiwer Widerspruchsfreibeitsbeweis, der komplizierte Modellkon—
gtruktionen beinhaltet, kann skizziert werden, indem au#den
Mengen eines angenommenen natiirlichen ZF-Modells in einem
Prozel mehrfachel‘;lteration die Synthos komstruiert werden, und
so aus dem ZF-Modell ein Modell fir SY konstruiert wird.
Diese Syntho-Mengenlehre besitzt wie das Quine'sche System NF
mit dem Universum umfanggleiche Ultimel-NMengen, und ist abge-
schlossen gegeniiber den Bool#schen Operationen. Es kenn ein

Komplement-Existenz—Theorem bewiesen werden, ndmlich, daB zu
jeder Menge m auch ihr Komplement vw als Menge existiert. Im
Gegensatz zu NF enthalt es jedoch das Auswahl-Axiom, und da es
die Zermelo-Fraenkel'sche natiirliche—Zshlenklasse enthidlt, ist
es auch nicht omega—inkonsistent. Da das Querelement einer Ab-
bildung einer Menge auf ihre Potenz-menge mit Hilfe des Aus-
sonderungs—Axiomen-Schemas gebildet wird und die Allmenge im
Aussonderungs—Schema nicht eingesetzt werden darf, kann also
auch das Querelement der Allmenge nicht gebildet werden, und
somit nicht der Sachverhalt bewiesen werden, daf die Allmenge
Kleinermichtig ist als ihre Potenzmenge, also kleinermichtig
als sie selbst. Die Cantor'sche Antinomie ist also mnicht ab-
leitbar.
Diese Syntho-Mengenlehre kann als Axiomensystem zuch folgen-
dermzBen formuliert werden:
Da die Anti-Mengen-Existenz—Axiome genau die Existenz der
Anti-Mengen von ZF-Mengen aussagen, kann SY auch charak-
terisiert werden als ZF'' vereinigt mit dem Supplementir-Term—
Existenz~Axiom, dh. wir fligen zu ZF'' als Axiom (!’,’S e‘V)
hinzu, daB zu jedem Term‘e sein Supplementar_Termﬁexistieren
soll. Das ist derjenige Term, in dessen expandierter Darstel-
lung das Epsilon tiberall durch sein Negat "é"_ und der Klassen~
"Operatorfre....]y iberall durch das Komplement vom Klassen~
Operator ‘{.ic. . -} ersetzt wird.
Der Supplementédr-Term der Null ist z.B. die Allmenge, der
Supplementér-Term dex Einer-Klasse ist der AusschluB, usw.,
uynd immer ist der Supplementér-Term eines Protos, némlich das
ihm entsprechende Anti, von gréferer MEchtigkeit als das Proto
selbst. .
Pro (x) - x=C x>
Und umgekehrt ist der Supplementir-Term eines Antis, ngmlich
das ihm entsprechende Proto, von kleinerer Machtigkeit als das

Anti selbst. ,
Anti)— x s

- " T
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Wir haben gesehen,daf bei der Syntho-Mengenlehre von unten herauf

die Proto-lMengen und von oben hinunter die Anti-Mengen konstruiert
werden,so daB jedem Proto ein Anti als Supplementir-Term entspricht
und umgekehrt.In der Mitte liegen die Proper-Klassen. Diese Eigen=
schaft der meisten Syntho-Mengen (Synthos),daB sie nicht gleichmirhtig

mit ibhrem Supplement sind,kénnen wir auch zum Aufbau eines Systems
beniitzen.

——

\/Il ELEMENTAR-WENGENLEHRE EL 4, Nicht-Komplements~Kouivalentheit "xvx"

Da das Supplement einer Menge im allgemeingn gleichmichtig ist mit
dem Komplement der Menge,sind die Syn’bhoa‘ fch verschiedenmichtig
von ihrem Komplement.

X A xS AXS i X5 X KT

Diese Uberlegungen legen die Konstitution einer elementaren

Wengenlehre nahe,in der“ )(f{-'?"die mengencherakterisierende

Eigenschaft ist.Wenn wir dann aber die Mengsn~Existenz-Axiome von SY

weglassen,so ist dieses Definitions-Schema allein so schwach,iaB wir

daraus nicht einmal die Existenz irgendeiner Menge ableiten kOnnen,
Denn woher wissen wir, daB es lberhaupt eine Menge gibt, das
z.B. die Null-Klasse oder die All-Klasse eine Menge ist? Erst
wenn wir wissen, daB es irgendeine Menge gibt, wissen wir auch,
daB die All-Klasse mindestens ein Element besitzt und somit ver-
schieden und verschiedenmichtig von der Null-Klasse ist, und
aufgrund des eben beschriebenen Postulates elke Menge. Wir mis-
sen uns bei der Aufstellung dieses Systems daher nit einem Trick
behelfen, indem wir a2ls mengenkonstituierende Eigenschaft nicht
fordern, dal die Klassen verschiedenmizichtig von ihrem Komplement
seien, sondern die dagugehtrigen Klassen hbherer Stufe. Diese
Klassen hdherer Stufe sind nichts anderes als die mit der
Russell'schen Typen-Theorie aus bisherigen Klassen niederer
Stufe a2ls Urelemente gebildetenneuenEntitédten, die durch den
AbstraktionsprozeB, oder formel durch das Church-Schema konsti-
tuiert werden. - . - .

ynéﬂng :/é_'\ ‘Xh/E @A (}/")

Diese neuen Entitdten sind um eine Stufe hther als die Urele=
mente, (bzw. nur von hdherer Stufe, wenn Ordinalzahlen als
Stufenskala zugrunde gelegt werden und die neue Entitdt die
Stufe einer Limes-Zzhl hat).

101.00|

Bei der so konstruierten Elementarmengenlebre EL haben wir also
die Klassenexistenz der reinen Pridikatenexensionen: Zu jedem
offenen Satz (wohlgeformbel Formel) A(y) gibt es eine Klasse X,
welche die Prédikaten-Extension der Eigenschaft A(y) ist, also
die Klasse aller y, welche die Eigenschaft A(y) haben.

VA Vg X={y: Ayl
Als Mengen-Existenz—Schema formulieren wir:
"Genau die zu den nicht-komplements-Zquivalenten Virtualen dazu-
gehdrigen Klassen, sind Mengen." '

DCEG) §+ 7 EX RG] <o Mg e At Th
Wolon 'FH=TAC 1o, - - 2‘./'/2(; )Ai/\JQ:;IBE//é.)-. Zif,

Die Virtualen sind hier irgendwelche passende Klassen hherer
Stufe, welche folgendezznaBen aufgebaut werden: parallel zum
Klassen-Operator ﬂX:A xlﬁ definiere ich den Virtualen-Operator,
ﬁ){i\QXﬁ., den ich statt durch geschweifte Klammern durch einen
doppelten Abstraktionsstrich kennzeichne. Hiebel gehen die kleirm
lateinischen Buchstaben in groBe ilber, alsc die Mengénvariablen
in Klassenvariablen,und die groSen lateinischen Druckschrift-
buchstaben in groBe lateinische Schreibschriftbuchstaben iber,
also die Klassenvariablen in Virtualenvariable (Klassenvariable
htherer Stufe). Und zwar erfolgt das Ganze bei den wohlgeformten
Formen in expandierter Form. Darauf ergibt sich, daB in nicht-
expandierter Schreibweise der Klassen—Operator jedesmal in den
Virtualen—Operatgr Ubergeht. - -

CA = A X D)
Dieser Virtual-Operator und die Klassen htherer Stufe brauchen
wir hier nur als Hilfswerkzeug, sie tragen zum System EL eigent-
lich nichts bei. Wir miissen nur zu diesem Trick greifen, weil wixr
nicht einmal die Existenz einer Menge beweisen kdnnen, wenn wir
das Postulat der Nicht-Komplements—Aquivalentheit nur fiir Klassen
fordern, wie wir vorher gesagt haben. Mit diesem Trick kbnnen wir
jedoch ein sehr starkes System aufbauen.

A A
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dzher auch eine Unmenge der Elementar-Mengenlehre EL. Weiters
sollen nmoch andere Klassen, welche ghnlich wie D gebaut sind,
Mengen des Octal-Mengenlehre-Systems OC sein:
ﬁ=-{[<><,><>:><=x} Uo!ev\H-Fa-ﬂ
jh‘{<xr[n><]]>:x=x3 (m-Su‘P«a‘Lé\'}'\
v2ovxy =KX,y > X=xXAy = yj} (Meuga ollev georduchen,
15 Des Regriff Octal” Poare
Analog zu den Stratifikationssystemen, wo genau mit den geschich-
teten Formeln Mengen gebildet werden ktnnen, sollen in der Octal-
Mengenlehre durch die octalen wohlgeformten Formen Mengen gebil-
det werden konnen. Heuristisch besagt der Begriff Octal "phme
cyklischen Teil", daB eine wohlgeformte Formel "ohne cyklischen

Peil" ist. Damit ist folgendes gemeint: Identifiziere ich die
eingelnen Individuen-Variablen-Buchstaben der betreffenden wohl-
geformbten Form und betrachte sie als Punkte eines (gerichteten)
Graphen, fasse ich das Epsilon—-Zeichen als gerichtete Kente des
Graphen auf, dann soll dieser Graph keinen Ring, keinen geschlos-—
senen Kreis, haben. Hiebei wird nicht verlangt, daB die Richtungs-
pfeile in einem Drehsinn angeordnet sein missen. Es darf auch kein
Zyklus vorhanden sein, der sich aus mehreren gerichteten Kanten~
ziigen oder "Kreisteilen" zusammensetzt.

Gleiche Variablen-Buchstaben sehen wir dabei als einen einzigen
Punkt des Graphen an, es sei denn, daB sie nicht durch eine
Epsilon-Pasgsage in der wohlgeformten Form verbunden sind (wie bei
den klassenkomprimierenden Eigenschaften von E EA,FR,\J(al

sondern blo8 in der subalternen Beziehung zu geordneten oder

ungeordneten Paaren stehen (wie bei den mengenkomprimierenden
Eigenschaften von Wzlﬁ,j ;).

Verschiedenen Varizmblen-Buchstaben sollen verschiedene Punkte ent-
sprechen.

Beisgpiele:

... Elasse aller geordneten Paare
R .ess Russell-Klasse
E.... Elementschafts-Klasse
.... E 1-Klasse
T.... Tdentitst
3] «o.s Supratit

101,101

OCTAL ist im Gegemsatz zum Stratifikations—-System ¥F, welches
dem mechanistischen Kalkiil-Charakter angepaBt ist, Objekthe=
reichs-orientiert. Zum Vergleich sei folgende Skizze:

NF-Mq NF-PKL OCT- Mg “OcT-PriL
VJ\\.\\/)I'ngi; 1, E)R,H:‘) V’J}“\V/ﬁ"slj Q;E,R,F)
K- M9ﬂlmlmn "‘Mﬁﬁ,w, X1

Strat: arStrat: Octal: ~ Octal;
=Capyauev | yearaeylet] yeaaaeylhl y=qrdny auev
T={<x B> Y} | = {<Elrexeyd) Fefyetund v} .
Vy= <oty | Yoy =4xBD). |
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Wir.sehen also, daB die mengen-komprimierende Eigenschaft
der Elementschafts—Klasse [E weder stratifiziert noch octal
ist, die der Fl-Klassef zwar stratifiziert, aber nicht oc-
tal ist, die der Supratitsklasse J nicht stratifiziert, aber
octal und diejenige dex Tdentitat I sowohl stratifiziert als

guch octal ist.

Der bewuBt nicht endgliltig festgelegte programmatische Bew
griff Octal intendiert eine gewisse Konvergenz gegen die
naive Mengenlehre hin. Er ist der Versuch einer FPormalisie-
rung, auf gleiche natiirliche Arf .md Weise wie in der nai-
ven 'Mengenlehre, wombglich jedem offenen Satz eine Nenge zuzu-
ordnen. Zunidchst durch einen lMengenerzeugungsprozel, wo die
Menge als eine reine, absolute Pradikatenextension aufgefaB®
wird. Das Octal-System, wo anstelle der Stratifikationsbedin-
gung die "Nicht-Cyklitéts—Bedingung" tritt, ist dhmlich wie
New Foundation ein wesentlich umfassenderes System als die
Zermelo-Mengenlehre und ein addquateres Explikat der naiven
Mengenlehre.

Nicht Strat

Oct

‘Oct
Strat

|
|

(]

:\/.2=
X

(falsch 1)

[

U

X, x

by
(falsch D

IX.) DIE GLOBAL-MENGERNLEHRE GLO
1.)Transskription in die Kognitiv-Sprache.
Angestrebt wird durch GL0 das hypothetische Axiomensystem NM der
Haiven Mengenlehre, welches wegen seiner cyklischen Definiert_
heit matlirlich nicht de facto existiert, und wegen der Unvoll-
sténdigkeit der Mengenlehre durch ein rekursiv axiomatisiertes
Axiomen-System auch nicht erfaBt werden kann, was wir ja schon
von dem berithmben Gddel'schen Unvollstiéndigkeitssatz (1931) her
wissen.fL0 soll jedoch so umfassend wie mdglich konzipiert wer-
den.
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Daher verfahre man folgendermafen weiter: ich betrachte die Anti-

—
—

nomie des Liigners "Alles was ich szge ist Liige™ und lehne mich
an die Bedeutung des Satzes an. Dieser Satz ist nur dann anti-
nomisch, wenn er in seiner logischen Bedeutung absolut genommen
wird, némlich wenn mit dem "alles" auch tatsdchlich jeder Satz
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gemeint ist, also auch er selbst. Derjenige, der dileses spricht,

kann logisch jedoch nur meinen, daf zlles auBer diesem Satz Liige
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ist. In seiner Aussage ist implizit enthalten, daB er Jja keine
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antinomische Aussage treiien mdchte, sondern daB er gerade die-~
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X
X

sen Satz von der generellen Falschheit z2ller Sdtze ausschlieBen
méchte. Will er jedoch eine antinomische Aussage treffen, so

T
J

formuliert er einen Unsinn, er trifft eine logischerweise fal-

sche Aussage.Das natiirliche Sprechen und die entsprechenden for-

malisierten S&tze miissen adiquat so formuliert werden, daB sie
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den "Gedanken des Satzes" widerspiegeln. Sie dlirfen daher
im Fall der Antinomie nicht als absolute All-Aussagen aufgefalt
und formulixt werden.
Der Satz "Alles was ich sage ist Liige" kann logisch sinnvoll
nur bedeuten (bedeutet also in Wirklichkeit) "Alles was ich
sage, auBer diesem Satz, ist Liige". Beli der Formalisierung des
umgangssprachlichen Satzes muB also vorerst eine Transkription
in die Kognitiv-Sprache durchgefihrt werden. Denn Antinomien
sind Eigenschaften der natirlichen Sprachen. Formale Sprachen
treffen Einschrinkungen, um diese Antinomien zu beseitigen.
Eine solche Einschrinkung ist die Transskription in die Kogni-
tiv-Sprache des "Idealdenkens", welehes cyklisch definiert ist
als "das Denken, welches nicht irrt". Behaupte ich ndmlich, daB
das Idealdenken irrbar ist, kann dieser Sachverhalt nicht absolut
wahr sein, denn dann wére €§ mdiglich |, daB diese Behauptung selbst
schon falsch ist. Klarerweise kann jeder irren, wenn er ein
Problem bedenkt. Aber das Idealdenken ist die logische Struktur
selbst (die den Irrtum zu entdecken ermdglicht). Es gibt jedoch
kein Rezept, keinen Algorithmus fiir die Transskription in die
"Rognitiv-Sprache", was ein Verbaler umgangssprachlicher Satz
kognitiv sinnvoll zu bedeuten hédtte. Es gibt mehrere Mdglich-
keiten der Bedeutung, noch mehrere Moglichkeiten der Formali-
sierung. Wenn nach der Transskription noch Widerspriiche auf-
treten und richtig formalisiert wurde, dann ist der Sinn des
Satzes nicht richtig transkribiert worden.
Wende ich dieses Konzept auf den MengenbildungsprozeB an, so
erhalte ich z.B. als relative Russell-Menge die "Menge aller
Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten, auBer
ihr selbst.” .
In der mengenkomprimierenden Eigenschaft des Frege-Schemas
\x//\/\-\]fexc—»;qy. kommt mir dann die Variablexdes Objektes, dessen
Existenz ausgesagt wird, vor. Ein solches Frege-Schema wollen
wir ein au.ﬁerordentlichesfnennen.

Y:{/\-y‘éx “Aly %) oder \;{/Y\-ye& eaA(x’(y)E/‘jBQ‘;) .

Durch Anwendang dieses Konzeptes kann die Russell-Klasse R
als Meng;e'raui‘:efaﬁt werden, und genauso verhdlt es sich bei
der Ordinalzzhlen-Klasse @ , sie 148t sich als "Menge aller
Ordinalzahlen, zuBer ihr selbst"//d? bilden. Ebenso

Lo

kann eine relativierte Allmenge w4 als "Menge allexr Mengen,
auBer ihr selbst" gebildet werden. In diesem Pall ist gdicht
beweisbar, daB diese relative Allmenge ihr eigenes Querelement
enthdlt, da bel der Bildung des Querelementes Jja erst gezeigt
werden muB, daR dieses Querelement ungleich der Allmenge ist.

Nimmt man jedoch kompliziertere
mengenbildende Eigenschaften, wie beispielsweise die Pundiert-
heit, so muB man zu wesentlich drastischeren Einschrinkungen
greifen, um hier z.B. die Antinomie von Mirimanoff zu verhin-
dern.
Mirimanoff-Antinomie besagt, daB die "Menge aller Mengen,
keine unendliche absteigende Elementfolge besitzen", wenn
existiert, einen Widerspruch erzeugt.
Eine Menge hat (k)eine unendliche absteigende Elementfolge,
wenn es (k)eine Punktion gibt, die als Vorbereich die natiir—
lichen Zazhlen"und als Nachbereich irgendwelcher Mengen m; hat.
Wir nennen eine solche Menge, die keine unendliche absteigende
Elementfolge hat, eine ordentliche Menge. Eine Menge mit einexr
unendlichen absteigenden Elementfolge nennen wir eine suBeror-
dentliche Menge.etlex Es sei nun -ﬁ: die Mirimanoff-Menge, also
die "Menge aller ordentlichen NMengen." p

{F:ﬁx: Grdead aeln (X)B'

Diese Mirimanoff-Menge ist selbst ordentlich, dh. sie 4ezﬂ1’é.l‘b
keine unendliche absteigende Elementfolge.
Were sie némlich auBerordentlich, dh. sie enthielte eine unend—
liche absteigende Elementfolge, dann gibe es mindestens ein
Element von ihr, welches eine unendliche absteigende Element—

folge besitzt, es gibe also (mindestens) ein auBerordentliches
Element.
B

Die

die
sie

Die Mirimanoff-lenge wire also nicht die Menge aller ordent=

lichen Mengen, als welche wir sie definiert haben.
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Aus dieser indirekten Uberlegung ersehen wir also, daB die
Mirimanoff-Menge selbst auch ordentlich sein muB.
Dz sie aber die Menge aller ordentlichen Mengen ist, mu8 sie
sich auch selbst als Element Bn'bhalten,ﬂ?éﬁ' ; da sie ja, wie
wir eben gesehen haben, ordentlich ist. Wenn sie sich selbst
jedoch als Element enth#lt, enthdlt sie auch eine unemndliche
absteigende Elementfolge, nimlich diejenige, wo immer wieder
sie selbst als ihr eigenes Element auftritt. (Dasist Zhnlich
wie das Henne-Ei-Verhiltnis, welches ad infinitum fortgesetzt

werden kann).

Sie enthilt also eine auSerordentliche Menge in Widerspruch
zu der Festlegung, da8 sie die Menge aller ordentlichen Mengen
ist.

Aus einer analogen Yberlegung sehen wir, daR die "Gesamtheit
aller Objekte, welche eine vnendliche Elementfolge haben", auch
dann nicht zwu einer Menge komprimiert werden kann, wenn wir die
absolute Pridikaten-Extenson durch den Zusatz "auBer ihr selbst"
einschrénken.

Denn in diesem Falle konnen wir auch zeigen, daB eine solcherart
eingeschrinkte Menge ebenfalls einen Widerspruch erzeugt.

Wir missen schon zu der wesentlich drastischeren Einschrinkung
greifen, daB sie "nur diejenigen ordentlichen Elemente enthdlt,
deren transfinite Hille kleinerméchtig 1st als die solcherart
eingeschrénkte Mirimenoff-Menge selbst."

Bisher wurden allerdings rur einige Mengen aufgezdhlt, welche
wir auf Grund von Restriktionen der mengenbildenden Eigenschaft
antinomischer Mengenbegriffe erhalten haben: Die Russell-Menge IT
die Ordinal-Zahlen-Menge /j , die l‘![irima.noff—]‘ﬂenge-ﬁ- usw. Wie
verhilt es sich allerdings mit den anderen wohlgefomten' Formen
bzw. Eigenschaften, mit welchen wir eine Menge bilden wollen?
Nun, analog zum ordentlichen Frege-Schema, in welches nur
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3,System en—System
solche Formeln A eingesetzt werden dlirfen, die die Octal-
Bedingung erfiillen, Pilden wir eine Reihe eingeschrinkter
Frege-Schemata, bei welcher zu\jeder Formelbedingung 'A‘M(Y) ;
wo da& X nicht vorkommt, eine einschrinkende Zusatzbedingung
Bx,y) trits.
So kommt also zu allen Formeln, welche beisplelsweise die
Jimmen-Bedingung Jim(A) erfiillen, die Zusatzbedingung "auler
inr selbst"Ay#£X” hinzu. '
Wir wollen die formalen Sys“bemgl}i'dglichst "dicht" an das hypo-

thetische Axiomen~System der naiven Mengenlehre heran schie-
ben, derart, da8 womdglich zu jedem offenen Satz eine Menge
existiert, was eine azdiquatere Explikation des nawen Mengen-—
begriffes darstellt. Wir erreichen dies durch Angabe einer
"p5glichst weiten" Formelbedingung fir die wgf.F. Ul (mengen-
erzeugenden Formen) in der absoluten Postulation der Nengen-—
existenz, zusammen mit einer Reihe von absolutheits-—einschrén=
kenden [oder absolutheits—erweiternd en] Zusatz-Bedingungen K-
bei der relativen Postulation und den dazugehtrigen Formel-

. A/ )
bedingungen 14, \x//\/\ Syex €30 yg]i‘ Y X~

erzeuqte i)‘\‘oso(.ufker"fs-ﬁnschrankma[e = (~Red;
Objekte  Zusatz-Bedingung  Formel-Bedingung

T

Syithos  PZFe0'(8) 1B Y “F-Bedg 010 Octal (1)
Jimmen  |\-Frnd((8) s B3, Y% X MF-Bedgt )t Pun (1)
o ! |‘ -

i

IhkLuSl\om{q; b “bey 3R : ‘
Funden | ; NP ‘; l 1, bl

- PR N S T -

[ -t — -

{ Abgoluthetts-erveiternde ZBedg. Z
R8s, A FRgp ) Ocdal (1)

Gfer | Zrrmpllg) B PR

Es liegt hier also ein System GILO={GL),}von SystemenG(.pvor,

welches in seiner Gesamtheit gegen das hypothetische Axiomen-
nM

System der Naivenifengenlehre konvergiert.
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Als Ergebnis erhalten wir, da8 man praktisch jedem offenen
Satz eine Menge zuordnen kann, Dabeil muB es natiirlich nicht
der Fall sein, daB die absolute Pradiskten-Extension dieses
offenen Satzes eine Menge ist, sondern wir erhalten die Menge,
indem wir nach dem kognitiven Sinn des Satzes fragen, und}diesen
Sinn entsprechend den offenen Satz einschrinken, indem wir also
solcherart eine relative Priédikaten~Extension erzeugen.
Teilweise kinnen wir solche relative Pridikatenextensionen
durch Unformung des offenen Satzes wieder in absolute Pradi-
katenextensionen zuriickfithren, bei welcher ja das zu einer
Menge zusammenzufassende Ubjekt im offenen Satz nicht vorkommen
darf. Dh. bel der absoluten Préddikatenextendion darf in der
mengenbildenden Eigenschaft keine Aussage iiber das Ubjek'b ge—
macht werden, welches gerade durch diese Eigenschaft gebildet
werden soll.
Formal gesehieh'ba{és dadurch, a8 die durch den Partikularisator
">\</“ (Existenzquantor) gebundene Variable, z.B. das "x", in
der mengenbildenden Eigenschaft (Aussage) nicht vorkommen
darf, z.B. 'Am(\/) ., Und geleistet wird eine solche Mengenbil-
dung durch das ordentliche Frege-Schema

YAy €x e A¥ gy v
Hand in Hand mit der Riickfithrung der relativen Pridikat-Exten-
sionen in ihre entsprechenden absoluten, erfolgt also eine

Unwandlung des auBerordentlichen Frege-Schemas in ein ordentliches.

4y Mathematische Relevanz
Auf diese Art und Weise sind wir der naiven Mengenlehre
wieder nahe gekommen, wo mit der Cant®r’schen Definition "die

Objekte unseres Denkens und unserer Anschauung®™ zu einer Ge-
samtheit zusammengefaBt" werden.

Freilich ist eine solche Auslegung des Cantor'schen Mengen-
begriffes in der Axiomatischen Mengelehre bisher nicht ilblich
gewesen .

Es ist als felsch zu sagen, daB die Cantor'sche Definition
zur Mengenbildung umbrauchbar ist, es kommt nur darauf an,
sie entsprechend sinngem#f anzuwenden.

AbschlieBend sei noch erwihnt, daB die hier beschreibenden

Systeme der Syntho-Mengenlehre SY, Elementar Mengenlehre EL )
Global-M engenlehre GLo

\

Q. L

und Octal-Mengenlehre OC filr die Mathematik von groBer Bedeu-
tung sind, wegen der Existenz einer Allmenge und der Abge-
schlossenheld bezliglich den Boole'schen Operationen.
Bei der Definition der Kategorien in der Mathematik - das
sind bestimmbte Morphismen, also Zusrdnungén von irgendeinem
Vorbereich auf einen Nachbereich, - ist es iblich, die All-
Klasse V als Objekt—Bereich zwu verwenden. Diese ist in der
Zermelo-Mengenlehre eine Proper-Klasse, also eine Unmenge.

Will ich jetzt die Klasse aller
Kategorien ilber dieser All-Klasse bilden, so ist das eine
Klasse zweiter Stufe. Um Kategorien von XKategorien betrachien
zu kdnnen, muB ich also eine Klasse zweiter Stufe aufbauen.
Urnd das ist sehr unpraktisch fir die Mathematik, weil ich
verschiedene Klassenstufen und verschiedene Elementschafts-—
relationen unterscheiden muB.
Will ich die Kategorie aller Kategorien betrachten, bendtige
ich dazu eine Klassen-Theorie hdherer Stufe, und eine solche
ist immer mit technischen Schwierigkeiten verbunden. Sie ist
nicht schwer, jedoch komplimiert und uniibersichtlich.
Um diesen technischen Apparat zu umgehen, definieren die
ostdeuntschen Mathematiker iiberwiegend die Kategorien liber
den Universen, das sind komplizierte, bezliglich dem Mengen—
bildungsprozeB abgeschlossene MNMengen.
Ist die All-Xlasse jedoch eine Menge, so sind die Kategorlen
von Kategorien amtomatisch liber der All-lenge ebenfalls als
Mengen charakterisierbar und somit Elemente der All-lenge.
Bei den Kategorien iiber der All-lMenge betrachte ich also
automatisch die Kategorien von Kategorien mit. )
Somit wire der verschiedene Ansatz bei der Definition der
Kategorien entweder iiber der All-Klasse oder iibezjden Univer—
sen, sowie die damit verbundenen Schwierigkeiten bei der De-
finition dexr Xategorien iliber der All-lMenge, etwa derjenigen
der Syntho-Mengenlehre, Uberwunden.

X.DIE ORDBARE MENGENLEHRE OM

Tie Zusemmenfassung von Objekten zu einer Gesamtheit kann
auch erfolgen, indem man Objekten eine gewisse Ordnung bei~
gibt. Wir fassen die Individuen-Variablen nicht als (reine)

Mengen~Variablen auf, sondern als "ordbare" Mengen-Variablen
tnd schreiben sie deshald mit kyrillischen Buchstaben (siehe
Varizblen-Korrespondenz VK). So erhalten wir anstelle der
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Zermelo—-Fraenkel 'schen eine Ordbare Mengenlehre OM, in welcher
es neben der "Elementschaft™ noch eine "Angabe der Positionen"
gibt. Beide zusammen seien die "Statements" einer Menge. Wir
erhalten so ungeordmete undl geordnete Mengen und kdnnen Ord-
nungsfunktoren einfiihren, welche die Individuenbereiche der
ordbaren Mengen gleichlassen, jedoch ihre Ordnungen verdndern.
Z.B. ist die ungeordnete Zahlenklasse

L -fo,1,2, P
die natirlich geordmete Zahlenklass?

) = <o,4, 2, .2
die umgekehrt geordnete Zahlenklasse

6\:‘#:(' T '/'?'I 1’! D>>
und der Ordnungsfunktor **"  kehrt die Ordnung um.
w, O~ .t ... Statementschaft .Y v .. Angabenschaft
n, & .v ... Elementschaft " (%.) ",. Positiondr

M2 2F(€/& )=/=-°.3 A‘/g; ’B;/S;’ X‘/’bi)\{‘/b\;’z‘/g;\ ‘\‘(ktﬂ)
Die Beziehung zwisclhen den drei Pridikaten 1HB% sich etwa durch
das Axiom (StatElAng) regeln

e bl « Bebl vibrbl -=a-=¢e3)>

Filr das Verhdltnis zwischen Positiondr und den drei Pradikaten
mégen folgende Axiome gelten:

(PosStatAx) "Jeder Positionir hat genau seine Stellen und
sich selbst als Statement.”

ApApiAg.86-(bAbl) <> 3=bv3=blv 3= ("b4bD.

(PosElAx) "Jeder Positiondr hat genau seine Stellen als
Elemente" N
Ay A Ag.3e (bdb)e 3=byd=bl.
Mit Hilfe einer Reihe weiterer solcher Axiome 1l&8t sich der
Positiondr charskterisieren, fiir den auch das sehr starke Postu-
lat (PosAng) gebten kann, daB "jede Angabe ein Positiondr ist".
D —
A Dy = VipVy: D= (0 1),

Zwei (Element-)gleiche ordbare Mengen Oder 2 angaben-gleiche o.Mengen

bl s A §ebedebl. bl & A Ibedrbl.

brauchen dsnn keineswegs statement-sleich oder identisch zu sein.

b3hls4.3ebesobl.  b=blebablAbbl

111.00!

4‘) Zeichen-Tabelle

tengendefinition (CuntorY:rszine Menge ist elae Zusammenfussung
bestimmter, wohl unterschiedener Objekte unseres Denkens oder

unserer Anschauuag.-

In unserer Darstellung: Mengen.....Kleiunbuchstabeun
Klassen....GroB8buchstabeu

Klassen-Prasentator: {[ Ay @y Oy, -~ I%

Klassen—Operator: '{TX; A (x) _1‘{}'

N veess Menge der nutlirlichen zzhlew
Z eess. Menge der gruzen siilew
@ ..... menge der rationalen sahleu
Rq. ...s Menge der reelle. Zahlen
.s.se Leere-lienge
ﬂ ..... Menge der finiten Ordinsnlzahlen
@ «+ee.. Klasse aller Ordnungszhuleu
-“)m. .ss+ Potenzmenge einer meuge m
(&= Menge =2ller Teilmengen vOn m)
\/. eee. All-Klasse (Klasse aller Mengen)

A\)B ves.. Yereinigung der Klassea A uud B

(= diejeuige Klasse aller iengeu, die zu A oder B

gehtren)
AnB.. ves Durchschnitt der Xlassen & und B

(= Klasse aller fie.geun, dic zu 4 und B gehbren)

A"B..... Differenz der Xlassen s und 3
n(= Klasse :ller wengeu, die zu i,
— rew)
A ... Komplement der Klasse A , awsh A
= Klusse aller lLewugen, die uicht

GroB=Klein-Schreibweise:

Kleinbuchstaben bezeichnen Mengen,
GroBbuchstaben bezeichnen Klassen.

N6 A Mg X—= 000
ndbe L Regel_Schema-Zeichen

oder U ix) S, Ms){‘?ﬂ(x)./\:ngX%ﬁ((@').

"4z " ... Kontextual-Def .-Zeichen

aber nicht zu B gehd-

oder VA

zu A gehlrew)
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Fir Vereinigung und Durchschunitt von Klassen gilt:
Assoziativ-Gesetz:

(/A v E;) vC = Av (E;L’C:) = AuvB wC
()& N B) N ¢ = /4 n (E&r\C) An B anC

Koumutativ-CGesetz:

AuB = BuA
/d\.l\ E; = E; s lx

Distributiv-tesetz: (De-Morgan'sche negelu):
ey o =7
A v B = A A B
Y wa—— ] -7 =7
Anb = A vB
verband (Distributiv-Xomplementirer Verbaznd, auch Boole'scher
Verband):
Das ist eine Xlasse ¥, fiir dereu wlemente eiu "Xomplemewnt", eine

"Vereinigung" uud ein “Durchschnitt erklirt istfuﬁelche obige
Gesetze gelten.

i

Cartesisches Produkt:
2s Cartesische Produkt 2 x B ist die Xlasse sller geordneten

Pnare, deren 1. btelle klement voan A uud deren 2. Stelle klement
von B ist.

AxB =, {w:xehAayeB]

Funktion:

“F ist eine Abbildung der Klasse A guf die Klasse B" oder

"F ist eiue Munktion mit Vorbereich A und Nachbereich B»,

wenn jedem Elemeut x aus i geusu ein Baement F (X) aus B zuge-
ordnet ist, und alle Elemente us B als Funktiouswert auftreteun.

F:A‘_)B = HtF A VOfbe"‘e:cL\ F=A A NQCHQerey‘cL, E =R

“P ist eime Abbilduug der Klzsse & in die Klusse B,
wenn jedem Element x sus 4 genau ein Eleneut F vou x aus B
zugeordnet isth,

. Con M
F:AR <R S dFAvbF=AAnbFEB S /x\eA\y/eB'<x' ek,

(ot

Mschtigieit: AR _@VF_(F:A@B).

@¢leichm8chtigkeit:
Zwei Klassen A und B heiBen Gleichm#chtig, wenu es eiune ein-
elundeutige Funktiown von i auf B gibt.

Kleiner—Gleichméchtigkeit: (faive lengenelehre,
Die kKlasse A heiBt Kleiuer~-Gleich-Michtig wur Klasse B:
Wwenn es eine sur Klasse A gleichunichiiges Teilmenge von B gibt,

ALR S\ AvCeB.  A<BS ACBAAVB

(andere Definition, via Auswahlexiom Aquivalent zur ersteren):

Die Klasse A ist kleiner-gleichm#Big zur Klasse B,
wenn es eine Funktion von der Klasse B auf die Klasse A gibt.

ALB s Ve F:BA. e A<BeA<B

Gleichheitsdefinition (Extensional, auch als Axiom verwendbar):

Zwel Klassen A und B sind gleich, wenn sie die gleichen Elemente
haben.

AzB —%/x\,xé/\exéB.

(Intensional:)

Zwel K%assen A und B sind gleich, wenn sie die gleichen Eigen-
schaften haben, (bzw. wenn sie Elemente in den gleichen Klassen
sind).

AsB = /\y. AeX<=>BeX,

(Totale, Leibniz'sche Gleichheit):
Zwei Klassen sind gleieh: wenn sie extensional und intensional

Taentitat:

Das ist jene Funktion, welche jedem Ding es selbst zuordnet.
T=0<x0 ¥ =xt = Ly Vp-y=<x. ]

Xlassen-Komprehensionsschema (Frege-Schema):

gleich sind.

Zu jeder wohlgeformten Form (Eigenschaft) /(/7/ existiert eine
Klasse X, welche genau diejenigen Elemente y enth#lt, welche die
Eigenschaft /(/O( haben.

VUL VAN yeX e U
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unmfangsesleich sind, keine Mengen sein kbnnen.
Nach der Konstruktion des Swvnthosystems SY kommt man durch eine
Reihe von Umformungen und Erweiterungen desselben zur Elementar—
Mengenlehre EL, wo genau diejenigen Objekte Mengen sind, die nicht
mit ihrem Komplement Houivalent sind.

Die Octalmengenlehre OC ist ein mit dem Stratifikationssystem NF
vergleichtares System, in dem die Formeln keinen zyklischen Teil E

haben diirfen. Die Individuen-Variablen einer Formel werden im OC ,
als Punkte, das Epsilon als Kante und die ganze Formel als gerich-
teter Graph aufgefaBt.

Durch Anwendung dhnlicher Verfshren wie sie zur Aufldsung der
semantischen Paradoxien verwendet werden, etwa der des Ligners,
gelangt man zur Global-Mengenlehre GLO, indem zu OC eine Menge
anderer Systeme GLi, die nicht so gebaut sind wie die bisnerigen
axiomatischen Mengenlehresysteme, hinzukommen. Bislang durfte in
den Kompressionsschemata in der objektbildenden Eigenschaft der
Formel nicht iiber das Objekt, das erzeugt werden soll, ausgesagt
werden. D.h. der Name eines Objekts, dessen Existenz postuliert wird,
darf in der Formel nicht vorkommen. In den genannten Zusatzsystemen
GLi kommt er jedoch wohl vor. Um Widerspriiche, die durch ein solches
Vorkommen auftreten ktnnen, zu vermeiden, wird im System GLO zu
einem A, wo ein solcher Name x nicht vorkommt, eine Zusatzbedingung
"und B", in der x vorkommt, hinzugenommen, z.B. "und y ungleich x".
Damit wird der Begriff der "relativen Pridikatenextension" geprégt,
"relativ" deswegen, weil die Prddikatenextensionen bspw. durch
"auBer sich selbst", oder stirkere Zusétze,eingeschrénkt werden. Es
ist die Transkription der Umgsngssprache in die kognitive Sinn~
svrache, die diese Relativierung vollzieht. So kann jedem offenen
Satz eine Menge als relative Priidikatenextension zugeordnet werden,

ohne daB jene Widerspriiche der naiven Mengenlehre auftreten, zu
denen es durch die unkritische Mengenbildung als absolute Pridika-—
tenextension kam. Schimanovich zeigt programmatisch, in welche Rich-
tung ein solches System von Systemen GLO, das gegen ein hypotheti-

sches Axiomensystem NM der naiven Mengerlehre konvergiert, gehen
kénnte.

Ma ein solches Syvstem von der Elementen-Prédexistenz zur Selbst-—

Referenz aufsteigt, Uberwindet es das tvpentheoretische Denken und
erreicht jenen Komplexitdtsgrad, der fiir eine addquatere Beschrei-

tung kybernetischer, soziologischer, linsuistischer, etec., Systeme
notwendiz ist. L. .
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