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Eine der bedeutendsten mathematisch-logischen Entdeckungen
der Neuzeit, ,der Satz des Jahrhunderts®, wie sie oft apostrophiert
wird, stammt nicht von Ludwig Wittgenstein, wie vielleicht manche
vermuten wirden, sondern von einem anderen Wiener, der bis vor
kurzem einer breiteren Offentlichkeit wie auch dem Kulturpublikum
vollkommen unbekannt war, obwohl dieser »Satz” schon in den drei-
Biger Jahren publiziert worden ist. Es war ein 25jahriger junger Wie-
ner, der 1931 eine Arbeit veroffentlichte, seit welcher ,der Gegen-
stand der Logik niemals mehr der gleiche sein wird“ (Johann von
Neumann). Sie trug den Titel ,Uber formal unentscheidbare Satze der
Principia Mathematica und verwandter Systeme [¥; ihr Autor: Kurt
Godel. Um ihre Wirkung zu verstehen — und diese war so Uberwalti-
gend, daB Georg Kreisel sich genétigt sah, seinen brillanten Nachruf’
auf Godel mit dem Satz zu erdfinen: “Kurt Godel did not invent mathe-
matical logic” —, muB der ideengeschichtliche Hintergrund skizziert
werden, aus dem Godels Arbeit kam. Denn ein Teil ihrer Wirkung be-
stand ja darin, da8 sie auf Fragen und Probleme, die im ersten Viertel
des zwanzigsten Jahrhunderts zum Thema der Grundlegung von
Logik und Mathematik aufgetaucht waren, unzweifelhaft klare Ant-
worten gab.

Die Rezeption von Gédels Arbeit von 1931 erfolgte in zwei Wellen:
Zuerst im Gefolge des Widerstreits zur Fundierung der Mathematik,
der in den zwanziger Jahren von drei Schulen gefiihrt wurde, wovon
David Hilberts Programm des Formalismus, auf das Gédel direkt Be-
zug nahm, das berithmteste war. Dann anfangs der sechziger Jahre
eine zweite Wirkungswelle zum Thema Geist und Maschine, Mensch
und Computer, kinstliche Intelligenz. Diese zweite, von der begin-

nenden Computerkultur getragene Welle schwemmte die Gédel-

schen Resultate auch in das BewuBtsein einer breiteren Offentlich-
keit?, wenn auch oft in Form von spekulativen und sensationalisti-

schen Prasentationen durch Philosophen, Schriftsteller und Journa-
listen.
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Das problemgeschichtliche (Von)feld

Kurt Gdédel wurde am 28. April 1906 in Briinn, Teil der dsterreichisch-
ungarischen Monarchie, geboren und begann 1924 seine physikali-
schen, spéater vorwiegend mathematischen und logischen Studien
an der Universitat Wien, wo er 1930 mit der Arbeit ,Uber die Vollstan-
digkeit des Logikkalkiils“ promovierte, worin er seine Meisterschaft
in der Behandlung der aktuelisten Probleme der logischen Grundla-
genforschung erwies. Sie war auch eine Art Voraussetzung fir seine
Arbeit Gber die ~Unvollstandigkeit* (1931), die 1932 als Habilitations-
schrift approbiert wurde und tiber die Hans Hahn, neben Karl Menger
(Sohn des Nationaldkonomen Carl Menger) sein wichtigster Lehrer,
schrieb: -

Die Habilitationsschrift ,Uber formal unentscheidbare Satze der Principia
Mathematica und verwandter Systeme I* ist eine Leistung ersten Ranges, die in
allen Fachkreisen das gréBte Aufsehen erregte und — wie sich mit Sicherheit
voraussehen 148t — ihren Platz in der Geschichte der Mathematik einnehmen
wird. Es gelang Herrn Godel zu zeigen, daB sich im logischen System der Princi-
pia Mathematica von Whitehead-Russell Probleme angeben lassen, die mit den
Mitteln dieses Systems unentscheidbar sind, und daB dasselbe fur jedes for-
mallogische System gilt, in dem die Arithmetik der nattirlichen Zahlen ausdriick-
bar ist; damit ist auch gezeigt, daB das von Hilbert aufgestelite Programm, die
Widerspruchsfreiheit der Mathematik zu beweisen, undurchfithrbar ist.2
Neben dem Zahlentheoretiker Philipp Furtwéngler (Vetter des Diri-
genten Wilhelm Furtwéngler), dem Analytiker Hans Hahn und dem
Mathematischen Kolloquium von Kar Menger gehérte der Wiener
Kreis (1923—1938) um Moritz Schlick, dessen Sitzungen Gédel haufig
beiwohnte, wenngleich er dort selten sprach, zu den einfluB-
reichsten Anregern und Faktoren zur Ausbildung von Gadels mathe-
matisch-logischer Leistung.

Der Wiener Kreis, dem Philosophen, Mathematiker, Logiker und Oko-
nomen wie Rudolf Carnap, Herbert Feigl, Philipp Frank, Viktor Kraft,
Friedrich Waismann, Felix Kaufmann, Otto Neurath, Hans Hahn, Karl
Menger, Marcel Natkin, Bela Juhos und andere angehérten und zu
dessen Umfeld auch Ludwig Wittgenstein, Karl Popper, Richard von
Mises, Carl Gustav Hempel und andere zu zéhlen sind und der be-
suchte wurde von Willard V. O. Quine, Alfred Ayer, Arne Naess, Eino
Keila, Ernest Nagel und anderen, diskutierte regelméBig einmal in der
Woche alle Fragen auf dem Gebiet der Philosophie, der Grundlagen
der Mathematik, der symbolischen Logik und der Physik im Geiste
eines an der Mathematik orientierten antimetaphysischen logischen
Formalismus. In diesem héchsten Klima eines geistigen Diskurses, in
dem die aktuellsten Neuerscheinungen besprochen und eingela-
dene Vortragende wie Alfred Tarski, Johann von Neumann und
L.E.J.Brouwer (die von Karl Menger zu seinem Kolloquium eingela-
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den wurden) Uber ihre jlingsten Forschungsergebnisse berichteten,
konnte sich eine Begabung wie Gédel, zumal von seinen Lehrern wie
Menger vorzuglich betreut und mit Kollegen wie Carnap in Diskussio-
nen die Probleme in ihre tiefsten und feinsten Verzweigungen
erérternd, rasch entfalten.

Zu den bekanntesten Standpunkten der Erkenntnistheorie der
Mathematik im ersten Viertel des zwanzigsten Jahrhunderts gehéren
die drei verschiedenen Schulen der Grundlegung der Mathematik:
der Logizismus, der Intuitionismus und der Formalismus. Sie ver-
suchten eine Antwort auf die in der Mathematik aufgetauchten Anti-
nomien (Widerspriiche) zu liefern.

Der Logizismus (Richard Dedekind, Gottlob Frege, Bertrand Russell,
Alfred North Whitehead, Rudolf Carnap) geht davon aus, daB die Be-
griffe der Mathematik durch detaillierte Definitionen von logischen
Begriffen abgeleitet werden kénnen, daB die Mathematik also als ein
Teil der Logik dargestellt werden kann. Betreffend die Natur der
mathematischen Wahrheit hoffte der Logizismus, entgegen Kant zei-
gen zu kdnnen, daB die Mathematik nur mit reinen Beziehungen zwi-
schen Begriffen beschéftigt ist und daB diese Beziehungen ,analy-
tisch“ sind.

Durch das berithmte klassische Werk von Whitehead und Russell
Principia Mathematica (1910—1913) hatte der Logizismus immerhin
jene groBe Leistung erbracht, einen GroBteil der klassischen Mathe-
matik in ein einziges formales System zu gieBen. Durch die klare
Formalisierung kommt man einen Schritt naher zur Widerspruchs-
freiheit, die das hauptséichliche Grundlageninteresse Hilberts
war.

Der frithe Wittgenstein beispielsweise glaubte in seinem Tractatus
logico-philosophicus ebenfalls noch daran, daB Mathematik und
Logik untrennbar seien und daB diese sich im Aussagenkalkiil er-
schopfe, also in einem Teil der Sprache. Zu Recht nennt daher Georg
Kreisel den Tractatus ,ein metaphysisches Gedicht (iber den Aus-
sagenkalkiil“4

Begriffe wie Beweis, Beweisverfahren (Verifikation, Falsifikation,
konstruktiv, effektiv), Metamathematik, Modell, definierbar, Wider-
spruchsfreiheit (und ihr Gegenteil wie logische und semantische
Antinomien), formale Regel und so weiter wurden also erst in den
zwanziger Jahren mit heutiger Exaktheit erdrtert, Ebenso klar wurde
durch den Logizismus, daB die Gefahrdung der logischen Fundie-
rung der Mathematik durch Widerspriiche, insbesondere jene aus
der Unendlichkeit und der Mengenlehre abgeleiteten Antinomien,
uberwindbar ist. Durch Godels Beweis aber verlor die Bereinigung
der Grundlagenkrise der Mathematik schlagartig an Interesse, da
Godel ganz neue Probleme aufwarf.
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Der Intuitionismus (L.E.J.Brouwer, Arend Heyting, Hermann Weyl,
Oskar Becker) geht davon aus, daB wir durch keine endliche Anzahl
von Axiomen all das charakterisieren kénnen, was wir intuitiv als
korrekte Beweismethoden anerkennen, da zum Beispiel die Zahlen-
theorie selbst ja erst ein Begriff ist, der im ProzeB des Entstehens ist.
Fir den Intuitionisten ist die Mathematik eine Produktion des
menschlichen Geistes.

Er ben(tzt die natarliche und formalisierte Sprache nur dazu, um Gedanken zu
kommunizieren, um andere oder sich selbst dazu zu bringen, seinen eigenen
mathematischen Ideen zu folgen. Daher ist so eine sprachliche Begleitung
keine Représentation der Mathematik, geschweige die Mathematik selbst.5

Der wichtigste Baustein der intuitionistischen Konstruktion der
Mathematik ist der Begriff der Einheit und dann ,Zweiseinigkeit*
(Brouwer). Die ganzen Zahlen miissen als Einheiten behandelt wer-
den, die sich nur durch ihren Platz in der Reihe der ganzen Zahlen -
voneinander unterscheiden. Die ~Zwei-einigkeit* bedeutet das
Moment des Klassifizierens beziehungsweise Zahlens in der Zeit. Der
Intuitionist hat daher zum Unendlichen jene Einstellung, daB jede
Aussage Utber eine unendliche Struktur, da die Zahlen keine woh!de-
finierte Totalitat sind, nur auf der Basis verifizierbarer Aussagen be-
wiesen werden kann, die entweder tiber einen endlichen Teil dieser
Struktur oder Uber die Regeln fur. die Produktion aller Zahlen und
Strukturen aus den endlichen anfanglichen Segmenten einer Struk-
tur gemacht werden kénnen. Die Idee eines infiniten Modells, eine
tatséchlich existierende, wohldefinierte unendliche Sammlung von
Objekten, welche die Axiome eines formalen Systems befriedigen, ist
daher fr einen Intuitionisten ebensowenig akzeptabel, wie auch fur
ihn das Gesetz des ausgeschlossenen Dritten fiir unendliche Berei-
che nicht gilt, was soviel bedeutet, daB er die Formel, daB eine Aus-
sage entweder wahr oder falsch ist, aber nichts Drittes sein kann,
nicht akzeptiert. Zum Beispiel kann man in der klassischen Mathe-
matik auf die Existenz eines unendlichen Modells schlieBen, wenn
man (a) die Widerspruchsfreiheit einer Struktur und (b) die Unmog-
lichkeit eines endlichen Modells bewiesen hat, auf Grund eben des
Prinzips des ausgeschlossenen Dritten; aber gerade dieser Schritt
gilt fir einen Intuitionisten nicht. Aus diesen beiden genannten Griin-
den taucht fir den Intuitionisten das Problem der Konsistenz (Wider-
spruchsfreiheit) nicht auf. Fir ihn hat die Einfithrung eines Formalis-
mus angesichts seines minimalen praktischen Wertes und der serig-
sen Komplikationen, zu denen erfiihrt, wenig Sinn. Der Intuitionismus
enthélt daher keine willkiirlichen Annahmen und kinstlichen Be-
schrénkungen, die beispielsweise notwendig sind, um die logischen
Paradoxien auf Grund eines hochgepéappelten mengentheoreti-
schen Begriffssystems zu vermeiden.
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Der Formalismus (David Hilbert, Johann vor Neumann, Haskell-
B.Curry) hingegen hatte als hochstes Ideal gerade Widerspruchs-
freiheit und Methodenreinheit, die er zu erreichen trachtete, indem er

den Gebrauch infiniter Begriffe in der Mathematik durch finitare
Uberlegungen betreffend Beweise rechtfertigte.

Da Hilberts (auf den Frege-Russellschen formalen Systemen basie-
rende) Beweistheorie nur die endlich groBen Sétze und endlich lan-

gen Beweisflihrungen der Mathematik zuléBt, nannte man sie finit.
Stephen Cole Kleene iibersetzte den Terminus finit mit finitary, um
Verwechslungen mit dem englischen Wort finite zu vermeiden. Man
beachte, daB mit den finitaren Methoden auch unendliche Bereiche
konstruiert werden kénnen, jedoch nur durch endliche Prozesse. Hil-
berts Formalismus will die Widerspruchsfreiheit der Mathematik er-
weisen, indem er eine Menge von Postulaten konstruiert, von denen
die ganze Mathematik durch rein formales Résonieren abgeleitet
werden soll. Dabei muB auch gezeigt werden, daB diese Postulate zu
keinem Widerspruch fiihren.

Da sich Hilbert einerseits aus Georg Cantors Paradies, der Mengen-
lehre mit ihrem potentiellen und aktualen Unendlichen, nicht vertrei-
ben lassen wollte®®, muBte er andererseits den Gebrauch der trans-
finiten Maschinerie von einem finitistischen (endlich konstruktiven)
Standpunkt aus als erlaubt (weil zu keinem Widerspruch fahrend)
nachweisen. in der Beseitigung der transfiniten SchluBweisen aus
den Beweisen (von Formeln, die sehrwohl infinite Symbole enthalten
durfen) sah er diese Moglichkeit, denn wenn schon der Gehalt einer
klassischen mathematischen Aussage nicht immer finit verifiziert
werden kann, so kénne es zumindest ihre Widerspruchsfreiheit.
Wenn wir daher die Gultigkeit der klassischen Mathematik zu bewei-
sen wunschen, dann missen wir nicht Aussagen, sondern Beweis-
methoden untersuchen. Wir missen die klassische Mathematik rein
syntaktisch als ein kombinatorisches Spiel mit primitiven Symbolen
betrachten und in einer finitaren kombinatorischen Weise bestim-
men, zu welchen Kombinationen von komplexen Symbolen die Kon-
struktionsmethoden oder Beweise fihren.

Um zu zeigen, daB die inhaltlich beweisbaren Aussagen der klassi-
schen Mathematik auch mit finitdren Methoden bewiesen werden
kénnen, muBte Hilberts Beweistheorie also ein Konstruktionsverfah-
ren zur Verfligung stellen, das beféhigt, sukzessive alle Formein zu
konstruieren, die den inhaltlich beweisbaren Aussagen der klassi-
schen Mathematik entsprechen. Hat ein System von evidenten
Grundaussagen (Axiomensystem) diese Eigenschaft (namlich daB
alle inhaltlich wahren Satze auch formal auf Grund eines endlichen
Regelsystems abgeleitet werden kénnen), dann spricht man von der
Volisténdigkeit dieses Systems. Die formale Unbeweisbarkeit (zum
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eispiel der Formel 1=2) durch diese Methoden wird Konsi.stenz
emantische Widerspruchsfreiheit) der Arithmetik genannt. Dieses
‘Problem 1&Bt sich auch syntaktisch formulieren: Wenn wir gin for_rr!a-
les System haben, das so weit entwickelt ist, daB wir es axiomatisie-
ren konnen, dann besteht dessen Konsistenzproblem nur m}ehr
darin, aufzuspiren, ob es mindestens eine Aussage gibt, die nlcfzt
ableitbar ist, und das eben mit finitaren Methoden. (Denn‘wenn' wir
nicht einmal 1=2 ableiten kénnen, so ist Uberhaupt keir] sonstiger
Widerspruch ableitbar. Ware umgekehrt ein sonstiger Widerspruch
ableitbar, so ware dann auch 1=2.) Ein Programm, wie Hilbert es vor-
hatte, das die Vollstandigkeit und Widerspruchsfreiheit qes _AXIo—
mensystems der klassischen Mathematik auf der Vollsté‘mdlgkelt_ und
Widerspruchsfreiheit jedes ihrer endlichen Subsysteme und ihrer
endlichen kombinatorischen Beweismethode aufbauen }Nollte, be-
ziehungsweise ein formales System, in dem Volistandigkeit und Ko'n-
sistenz alles sind, wird durch eine einzige wahre, jedoch nicht aplelt-
bare Formel zum Platzen gebracht. Das hat Gddel in seiner Arbeit von
1931 aufgespieBi: Ableitbarkeit (= Beweisbarkeit in ejnen? formalen
System) ist schwécher als Wahrheit (= Alilgemeingiiitigkeit bei allen
Interpretationen). _
Hilberts Programm versuchte, eine jahrtausendealte, gleichsam
natarliche Vorstellung von der Mathematik zu formalisieren. Hi_lbert
wollte ja zeigen — was ihm jedoch nicht gelang —, daB j_ede wider-
spruchsfreie Aussage der Arithmetik durch tbliche giltige formale
Beweismethoden beweisbar ist, daB also das normale System der
Arithmetik vollstandig ist. Fir engere mathematische Teilsysteme
hatte man schon Vollsténdigkeitsbeweise gefunden, so daB der
Traum, die inhaltliche Wahrheit von Satzen der klassischen Mathe-
matik auf effektive finitare Prozeduren und formale Beweise zu redu-
zieren, gerade knapp vor seiner Verwirklichung schien.
Durch Hilberts Finitismus. hatte also eine Akzentverschiebung von
der Frage nach der Wahrheit einer mathematischen Aussgge.zur
(Entscheidbarkeit beziehungsweise) formalen Beweisbarkeit einer
konsistenten Aussage eines mathematischen Systems stattgefun-
den. Gerade darauf nimmt der Titel von Gédels Arbeit Bezug, in der
gerade Hilberts Traum von der Addquatheit deduktiver Formalismen
fur die Reprasentation intuitiver Zweige der Mathematik, der Traum
des Uberragendsten Mathematikers der Zeit, zerschellte, weil Gédel
formal exakt mit den Mitteln von Hilberts Programm eben die Unmog-
lichkeit des so gestellten Programms, und zwar schon des Teilpro-
gramms betreffend die Zahlentheorie, bewies. Und das, obwohl
Goddel selbst noch ein Jahr vorher in seiner Dissertation von 1930
tber ,Die Vollstandigkeit der Axiome des logischen Funktionenkal-
klls* (Monatshefte fiir Mathematik und Physik 37 [1930], S. 349—360)
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zu Hilberts Traum beigetragen hat. Denn durch (/jiesen Volistéandig-
keitsbeweis der Pradikatenlogik (auch ~Quantoreniogik® genannt)
wurde ein wichtiges, von dem Hilbert-Schiler Ackermann gerade
erst 1928 gestelltes Problem geldst, und zwar so, daB die Mitarbeiter
am Hilbertschen Programm Hoffnung fur ihre groBeren Ziele schop-
fen konnten.

Direkte Vorlaufer

Wir wollen jetzt kurz die Unvollstandigkeit der Arithmetik beiseite las-
sen und die groBen Pionierarbeiten des problemgeschichtlichen Vor-
feldes, in dem Gddet den SchluBakkord setzte, diskutieren. Dazu
gehdren die Arbeiten von Leopold Léwenheim, Paul Bernays, Thoralf
Skolem, Emil Leon Post, Johann von Neumann und Jacques Her-
brand, die im allgemeinen in Richtung auf Vollstandigkeit von Pradi-
katenlogik und Arithmetik hinzielten.

In der 1915 verdffentlichten Arbeit ,Uber Méglichkeiten im Relativkal-
kul“ von Lowenheim finden wir nicht nur den ersten Beweis eines
limitativen Theorems, sondern auch damals wenig im Trend liegende
Begriffe wie Gultigkeit und Entscheidungsmethoden. Léwenheims
Theorem zeigt, daB, wenn eine wohlgeformte Formel in einem unend-
lichen Bereich gliltig ist, sie auch im Abzahlbaren giiltig ist. Fiir den
singuléren Pradikatenkalkil erster Ordnung mit Identitat (mit nur
einer Individuenvariablen in den Pradikaten) erbrachte er die positive
Lésung des Entscheidungsproblems. Skolem (1919)6, Behmann
(1922)" und Herbrand (1931)® simplifizierten und verbesserten
Lowenheims Theorem. 1921 publizierte Post erstmals ein Vollstandig-
keitstheorem Uber die Aussagenlogik, die erste allgemeine Formulie-
rung flr das Vollstandigkeitsproblem fir Subsysteme der Principia
Mathematica (,Introduction to a General Theory of Elementary Pro-
positions®). Paul Bernays hatte bereits 1918 ein Volistandigkeitstheo-
rem flr die Aussagenlogik ausgearbeitet, aber erst 1926 publiziert.
1922 publizierte Skolem erneut eine Verbesserung von Léwenheims
Theorem (,Einige Bemerkungen zur axiomatischen Begriindung der
Mengenlehre®), das implizit Gédels Vollstandigkeitstheorem von
1930 enthielt. In einer Arbeit ,Uber die mathematische Logik® (1928)
nimmt Skolem Herbrands Fundamentaltheorem vorweg, studiert Ent-
scheidungsprobleme und Beweisverfahren und etabliert die formale
Beweisbarkeit, womit er nochmals Gédels Vollsténdigkeitsresultat
von 1930 antizipiert.

Godel selbst® schreibt am 14. August 1964:

Was Skolem gerechterweise hétte beanspruchen kdnnen, aber offensichtlich

nicht tat, ist, daB erin seiner Arbeit von 1922 implizit bewiesen hat: entweder A ist
beweisbar oder nicht-A ist erfilllbar (beweisbar in einem informellen Sinn)
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Jedoch, da er dieses Rejsultat nicht klar formulierte (und offenkundig es auch
ihm selbst nicht ganz klar war), scheint dieses Resultat vollkommen unbekannt
geblieben zu sein, was aus der Tatsache folgt, daB Hilbert und Ackermann in
ihrem Buch von 1928 (Grundziige der theoretischen Logik) es in Beziehung auf
ihr Vollsténdigkeitsproblem nicht erwihnen,

obwonhl ein substantieller Teil ihres Problems dadurch implizit bereits
geldst war. Hilbert und Ackermann hatten namlich in diesem Buch
die Vollstéandigkeit des Pradikatenkalkils erster Ordnung zur Frage
erhoben in dem Sinne:

Ob das Axiomensystem zumindest in dem Sinne volisténdig ist, daB alle logi-
schen Formeln, die in jedem individuenbereich wahr sind, auch aktuell abgelei-
tet werden konnen, ist eine Frage, die erst zu I6sen ist. (S. 68, 1. Auflage.)

In seiner Arbeit ,Uber die Widerspruchsfreiheit der Arithmetik®
(1931) bewies Herbrand in der bewuBten Verfolgung von Hilberts
Programm die Konsistenz eines Teilsystems der Arithmetik, in dem
die wohlgeformten Formeln, die im induktionsschema eingesetzt
werden konnen, keine gebundenen Variablen enthalten. Ahnliche
Konsistenzbeweise fir Teilsysteme der Arithmetik mit starken Ein-
schrénkungen hatten auch schon Wilhelm Ackermann (,Begriin-
dung des tertium non datur mittels der Hilbertschen Theorie der
Widerspruchsfreiheit®. Math. Ann. 93,1924, S.1-36) und Johann von
Neumann (,Zur Hilbertschen Beweistheorie®. Mathematische Zeit-
schrift 26, 1927, S.1—-46) fir die Hilbertsche Schule geliefert. Her-
brands Beweis entstand wéhrend seines Aufenthalts 1930/31 in
Deutschland, zuerst in Berlin bei von Neumann, dann bei Hilbert in
Gottingen. Herbrand begann seine Arbeit sicherlich bevor Godels
Beweis von 1931 ihn erreichte, konnte ihn aber noch einarbeiten. Die
Arbeit stlitzt sich auf sein Fundamentaltheorem, das fiir Bernays ,das
zentrale Theorem der Pradikatenlogik” ist. Es besagt: Die Aussage A
ist keine (immer wahre) Identitdt dann und nur dann, wenn ein unend-
licher Bereich existiert, in dem A falsch ist. Fiir Herbrand selbst ist
dies nur ,eine préazisere Formulierung des bekannten Léwenheim-
Skolem-Theorems®. Gentzen wiederum nannte in seiner Arbeit
»Jntersuchungen Gber das logische SchlieBen” (1934) das Funda-
mentaltheorem einen Spezialfall seines ,verscharften Hauptsatzes®

Herbrand verungliickte mit dreiundzwanzig Jahren bei einer Bergbe-
steigung todlich. Sein gesamtes logisches Werk bewegt sich im Rah-
men des von Hilbert abgesteckten Feldes der Metamathematik und
deren Probleme (Widerspruchsfreiheit, Vollstandigkeit und Ent-
scheidbarkeit). Dies verband ihn mit Gddel. 1931 schrieb er Godel
einen Brief mit dem Vorschlag, alle berechenbaren zahlentheoreti-
schen Funktionen mittels einfacher Gleichungssysteme darzustel-
len, was Godel zur Definition der (allgemein) rekursiven Funktion
anregte (,On undecidable propositions of formal mathematical
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systems*, Princeton 1934). Herbrand betracht%tgsein Fundamental-
theorem als Arithmetisierung der mathematischen Theorien; aber
eine Arithmetisierung der Syntax wie Gddel in (1931), wo Zahlen For-
meln so zugeordnet werden, daB syntaktische Eigenschaften (wie

Beweisbarkeit) mit Eigenschaften von Zahlen korrelieren, hat Her-
brand nicht geliefert.

Hilberts Programm

Godel fing sein Studium des Hilbertschen Programms etwa 1928 an.
Einer seiner gréBten Anreger war sein Lehrer Rudolf Carnap (der
1926 als Dozent in Wien begann), weil Carnap (1928) genau wie Hil-
bert zunachst einmal daran interessiert war, zwecks einer exakten
Analyse der Mathematik ein Begriffssystem zu schaffen, das mog-
lichst die gesamte klassische Mathematik enthalten sollte. Der Ahn-
herr dieses Anliegens war Leibniz (,characteristica universalis®,
~mathesis universalis“), aber erst Frege schuf 1879 und 1893 mit sei-
ner ,Begriffsschrift“ das eigentliche Vorbild eines entsprechenden
logistischen Systems. Carnap studierte Ubrigens mehrere Jahre bei
Frege in Jena, der auch in seiner Doktoratskommission war. Aller-
dings wurde Freges ,Begriffsschrift“ bald durch das viel leichter les-
bare System von Whitehead und Russell (Principia Mathematica 1—ll,
1910—-1913) abgeldst, das sowoh] der Hilbert-Schule wie auch dem
Wiener Kreis — einschlieBlich Carnap und Gédel — als Vorbild
diente.

Wir wollen nun langsam auf die Unvollstandigkeit der Arithmetik hin-
steuern und ihre ideengeschichtlichen Hintergriinde erértern. Hil-
berts Programm hatte namlich eine deutlich verschiedene, sogar ge-
wisserweise unvertragliche Zielsetzung mit der Freges und Russells.
Die letzteren wollten Logik und Mathematik im Geiste von Leibnizund
Bolzano total verschmelzen.

Hilbert und seine Schule hingegen haben sich vielleicht zu wenig
Uberlegt, ob die sprachlichen Mittel, die sie von den finiten Vorlagen
Freges und Russells iibernommen hatten, wirklich fur ihre Zwecke
ausreichten. SchlieBlich hatten Frege und Russell ja auch keinen
Widerspruchsfreiheitsbeweis vorgenommen. FUr ihre Zwecke war
die Vollstandigkeit auch nicht wesentlich, also daB jeder mathemati-
sche Sachverhalt einen entsprechenden Formelausdruck erhalten
muB.

Die Sprache ist ja ein endlich kombinatorischer ProzeB, in dem die
sprachlichen Zeichen, nach festen Regeln angeordnet, herummani-
puliert und verschoben werden. Es gibt daher nur eine begrenzte An-
zahl von Formelausdriicken der logischen Sprache; die Mathemati-
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ker sagen dazu, es gibt nur abzahlbar viele Formeln und daher auch
nur abz&hlbar viele nennbare mathematische Objekte. Im Gegensatz
dazu hat die mathematische Anschauung jedoch ,viel mehr* Ob-
jekte. Ein Mathematiker kann zum Beispiel das ganze Zahlenkonti-
nuum (die Menge der reellen Zahlen) auf seine Anschauungsweise
begrifflich wahrnehmen, und dieses ist von tiberabzahlbarer Mach-
tigkeit. Auch wenn der Mathematiker nicht jede einzelne reelle Zahl
benennen kann, so hat er doch wesentlich ,mehr* reelle Zahlen
(namlich Gberabzahlbar viele) in seiner Gesamtheit vorhanden, um
damit arbeiten zu kénnen.

Godel stellte also die Frage: Kénnen alle mathematischen Sachver-
halte — insbesondere die Sachverhalte der bloBen Zahlentheorie —
Uberhaupt in irgendeinsn finiten Sprachformalismus -abgebildet
werden? Zu diesem Gedankengang, dem alle Mitglieder der Hilbert-
Schule auswichen, ist Gédel vom Erzfeind des Hilbertschen Pro-
gramms angeregt worden, von Brouwer, und zwar von einer Rede, die
dieser am 10. Marz 1928 auf Einladung von Gddels Lehrer, Karl Men-
ger, in Wien gehalten hat'® — bei diesem Vortrag sah iibrigens Godel
Wittgenstein, ohne mit ihm zu sprechen, aus der Entfernung und zum
einzigen Mal in seinem Leben." Brouwers Rede auf der Wiener Uni-
versitat war fiir die Geschichte der Mathematik und der Philosophie
&uBerst folgenreich. Denn nicht nur, daB Brouwer Godels Verdacht
gegen Hilberts Programm mit ins Rollen brachte — dies, obwohl
Godel viel weiter von Brouwers Intuitionismus entfernt war als Hilbert
selber; Brouwers Rede hat auch Wittgenstein angeregt, sich wieder
philosophischen Themen zu widmen.'?

Brouwers Sprachkritik

Brouwer hatte schon vor dem Ersten Weltkrieg den linguistischen
Apparat des Frege/Russell-Logizismus bekriegt. ‘Als 'Intuitionist
waren fiir ihn die gedanklichen Konstruktionen der Rechnungen und
die Beweisfithrungen im Geiste das Wesentliche an der Mathematik.
Die sprachliche Verkleidung dieser Konstruktionen, ob zum Zwecke
der Erinnerungsstitzung oder der Mitteilung, war ihm sekundar, ja
geradezu vernachléssigbar. DaB eine so groBe Autoritat wie Hilbert
-etwas derart Unwichtiges wie die sprachliche Représentanz der
Mathematik zum zentralen Thema eines Grundlagenprogramms her-
vorkehrte, erflllte Brouwer mit Abneigung. In seiner Wiener Rede
unterlieB er es also nicht, noch einmal auf die Unzuverléassigkeit der
Sprache hinzuweisen, was er so darstelite, daB der freie menschliche
Geist sich nicht durch ein mechanistisches Sprachgeflige einfangen
1&Bt. (Dies klingt bereits, teilweise sogar wortwortlich, wie die lange
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Zeit diskutierte Hauptvariante der philosophischen Auslegung des
Godelschen Satzes.) Nach Brouwer bedeutete die geistige Freiheit
nicht nur, daB man nach Belieben Konstruktionen nach vorgegebe-
nen Mustern ausfihren kann, sondern daB man sogar noch die
Muster selbst zum Gegenstand machen und unbegrenzt vermehren
kann: Alle Definitionstypen und Beweismuster selbst kénnen nie fer-
tig présentiert werden, das heiBt die Menge der Konstruktionsregeln
kann nicht abgeschlossen werden.

Brouwers Rede bestarkie Gédel darin, daB kein finites Sprach- und
Beweissystem im Sinne Hilberts je ausreicht, um auch nur alle bioB
arithmetischen Sachverhalte auszudriicken. Als Platonist glaubte
Godel an das fertige Vorhandensein von allen mathematischen Be-
griffen und Sachverhalten, egal ob der Geist sie konstruieren oder
auch nur entdecken kann. '

Cantors Diagonalverfahren

Im Falle der Zahlentheorie 148t sich sofort in diesem Sinne das be-
rithmte Diagonalverfahren von Cantor anwenden. Cantor frappierte
die mathematische Welt, als er zum ersten Mal 1885 sein Verfahren
anwandte, um die Nichtabzahlbarkeit der reellen Zahlen nachzuwei-
sen, womit er gleichzeitig die Existenz einer gréBeren Unendlichkeit
als die einfache Unendlichkeit der natiirlichen Zahlenreihe nach-
wies: Es war die ,Méchtigkeit des Kontinuums*®, das heiBt die Anzahl
der Punkte in jeder stetigen Kurve.

Ebenfalls kann man Cantors Diagonalverfahren anwenden, um die
Uberabzahlbarkeit der zahlentheoretischen Sachverhalte nachzu-
weisen, was Godel 1931 in einem Brief an Zermelo erwéhnte.®
Daraus folgt aber auch schon sofort die Unvollstandigkeit von Hil-
berts finiter Beweismethode (sowie natlrlich auch der Frege/Rus-
sell-Sprachen, worauf sich Gédel dann auch im Titel seines beriihm-
ten Aufsatzes 1931 bezog); denn diese Methode deckt ja hochstens
abzéhlbar unendlich viele Formeln beziehungsweise Sachverhalte
ab. Gleichzeitig heiBt dies, daB kein Wahrheitsbegriff fiir die Arithme-
tik innerhalb einer finiten Sprache definierbar ist — Godels Vorrang
auch bezliglich der Wahrheitsproblematik hat Alfred Tarski in seinem
berihmten Aufsatz ,Der Wahrheitsbegriff in den formalisierten Spra-
chen* (deutsch 1936) geblihrend anerkannt. Denn um einen Wahr-
heitsbegriff W in einer Sprache zu definieren, miissen alle Sachver-
halte des Gebietes in der Sprache ausdrtickbar sein, Uiber das die
Sétze der Sprache reden.

Man kann im Grunde in Cantors Diagonalverfahren den Kern des
Godelschen Beweises erblicken, da das Diagonalverfahren die Un-
vollstandigkeit jedes finiten Sprachsystems nach sich zieht.
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Tatsachlich hat schon 1926 der Mathematiker Paul Finsler, der bei
Carathéodory und Hilbert studiert hat und selber ein Platonist wie
Godel war, in einem Aufsatz'* gentigend deutlich gemacht, wie das
Diagonalverfahren, aber auch die verwandte Richardsche Paradoxie
zur Widerlegung des Hilbertschen Programms angewandt werden
kann.
Finsler hatte auch schon erkannt, daB die liberzeugendste Wider-
legung der Hilbertschen formalen Methode darin bestehen miBte,
mit Hilfe dieser formalen Methode selbst einen Satz zu konstruieren,
der nachweislich formal unentscheidbar ist auf Grund seiner Kon-
struktionsmerkmale. Finsler hat also die Frage nach der formalen
Widerspruchsfreiheit im Sinne von Hilbert mit dem Problem der Ent-
scheidbarkeit verkniipft. Er konstruierte einen Satz, der formal wider-
spruchsfrei, aber logisch falsch, beziehungsweise, obwohl falsch,
formal unentscheidbar ist. Diese Vorgangsweise erscheint des-
wegen Uberzeugender als eine allgemeine Anwendung des Cantor-
schen Diagonalverfahrens, weil das letztere immer von der Existenz
einer (fertig abgeschlossenen!) unendlichen Menge von Gegenstan-
den in einer endlosen tabellarischen Anordnung ausgehen muB. Ein
Konstruktivist oder Intuitionist wie Brouwer wiirde die Verwendung
einer unendlichen Menge Uberhaupt als sinnlos ablehnen; wihrend
es auch im Hilbertschen Programm wesentlich zur Praxis seiner
Methode gehort, Skepsis lber die aktuale Existenz unendlicher
Mengen walten zu lassen und noch weniger als die Intuitionisten in
Beweisen irgendeinen Gebrauch davon zu machen.
Finslers Arbeit ermangelte aber einer formaltechnischen Darstellung
und setzte sich nicht durch, weil er die formale Methode der Hilbert-
schen finiten Beweistheorie nicht beherrschte. Insbesondere er-
weist sich beim néheren Hinschauen, daB die unentscheidbare For-
mel, die er konstruierte, eigentlich gar nicht finit konstruiert wurde,
weil ihre Kennzeichnung wesentlich Bezug nimmt auf eine unend-
liche Menge, namlich auf eine ganze Antidiagonale. (Genaugenom-
men gehért Finslers ,unentscheidbarer Satz“, der dennoch ,rein ge-
danklich“ beweisbar ist, nicht zum untersuchten formalen System
selbst, sondern zu dessen Metatheorie, wie man heute sagt:) Weil
aber Finslers ,unentscheidbarer Satz* nicht finit konstruiert wurde,
verfehlte er sein Ziel, einen finiten Unvolistandigkeitsbeweis zu
bringen. :
Hilbert und von Neumann wollten auBerdem auch das Uberabzahl-
barkeitsargument, namlich daB die gesamten zahlentheoretischen
Sachverhalte und Wahrheiten {iberabzahibar sind, wahrend die in
der von Hilbert forcierten Pradikatenlogik formulierbaren Sachver-
halte und Wahrheiten jedoch nur abzahlbar sind, nicht gelten lassen.
Fur sie war der in der Pradikatenlogik kodifizierbare und formalisier-
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bare Teil der Arithmetik der beweisbare Kern. Und wenn man die
inhaltliche Zahlentheorie mit der formalen vergleichen wolle (zum
Beispiel der Peano-Arithmetik), so misse man sich auf den nennba-
ren inhaltlichen Teil der Zahlentheorie beschranken, um diese bei-
den Ebenen (die inhaltliche und formale) adaquat miteinander ver-
gleichen zu kénnen. Die nennbare Zahlentheorie entspricht in etwa
dem Teil, der von den Mathematikern konkret konstruiert werden
kann. Qg‘:‘:del kannte diese Ansicht und vermied deshalb von Anfang
an das Uberabzahlbarkeitsargument und jeden Hinweis auf das Can-
torsche Diagonalverfahren. Dennoch splrte Godel allzu deutlich: Ein
Unvollsténdigkeitsbeweis lag in der Luft.

Goédels Entdeckung

Nachdem wir kurz die Konturen des intellektuellen Klimas innerhalb
der logisch-mathematischen Grundlagenforschung im ersten Viertel
des zwanzigsten Jahrhunderts skizziert haben, diesen Streit der
Schulen, die vielen Teilldsungen und unterschiedlichen Terminolo-
gien, kann man sich woh]| vorstellen, wie lohnend der Gewinn einer
Arbeit sein wiirde, die alle diese Probleme, die ja schon zum Teil oder
informeli gelést waren, in einer von allen Schulen akzeptierten Termi-
nologie und Beweismethode eindeutig klaren wiirde.

Dies war es, was dem 25jahrigen Godel gelang. Er bewies in seiner
Arbeit von 1931 ,Uber formal unentscheidbare Satze der Principia
Mathematica und verwandter Systeme I, daB die Vollstandigkeit und
die Widerspruchsfreiheit der Arithmetik mit finiten Mitteln unbeweis-
bar sind. Gédel traf das Hilbertsche Programm damit im innersten
Kern, indem er nur die Annahmen dieses Programms selbst verwen-
dete, um es zu widerlegen. Dabei folgte Godel vorerst der Anregung
Finslers (1926) und erstellte eine zweifelsfrei finitare zahlentheoreti-
sche Aussage (die sogar auf einer hdheren Stufe als wahr erkannt
werden muB, obwoh! dies nicht im Beweis verwendet wird), die aber
formal weder beweisbar noch widerlegbar und damit unentscheidbar
bezuglich der vorgegebenen finiten Beweismittel ist; womit die Zah-
lentheorie im Rahmen des Hiibertschen Programms unwiederbring-
lich unvolistandig bleibt, was auch den Beweis ihrer Widerspruchs-
freiheit verhindert. Die Unmdglichkeit des Widerspruchsfreiheits-
beweises ergibt sich eigentlich als Korollar und wird gewshnlich
~G0dels zweiter Unvolistandigkeitssatz® genannt.

Das Ergebnis war so eindeutig und verbliffend, daB sich daraus auch
eine ganze Menge philosophischer Interpretationen betreffend die
Natur des menschlichen Geistes, seine Uberlegenheit tiber Maschi-
nen und so weiter ableiten lieBen, die zur Attraktivitat von ,Godels
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Beweis”, wie er hinfort genannt wurde, erheblich beitrugen, obwohl
~positive” Losungen wie die Vollsténdigkeitstheoreme von Tarski (fiir
reell abgeschlossene Korper, 1931) und von Gentzen (fiir die Arithme-
tik) fir die Weiterentwickiung der Logik selbst mehr brachten, obwohl
Genizens Methode tber rein finite Mittel hinausging. Klarerweise ent-
ziindet sich der philosophische Geist aber lieber an Theoremen, die
theoretische Grenzen aufzeigen, so wie eben Goédels Theorem.
Godels Arbeiten von 1930 und 1931 hatten auch viele rein technische
Vorteile gegeniiber seinen Vorlaufern, was ebenfalls ihre Wirksamkeit
und ihren Erfolg erklért. Herbrand, Lowenheim und Skolem, die tech-
nischen Vorlaufer von Gédels Vollstandigkeitssatz fiir die Pradikaten-
logik (1930), dessen Problem vom Hilbert-Schiiler Ackermann (1928)
prézis formuliert worden war, arbeiteten bloB beweistheoretisch und
semantisch nur mit Wahrheitsfunktionen.
Zur Zeit Godels hingegen war der Modellbegriff in Ausarbeitung, den
unabhéngig auch Alfred Tarski fiir seine bertihmte Arbeit ,Der Wahr-
heitsbegriff in den formalisierten Sprachen* (1933 auf polnisch) und
auch schon vorher in ,Sur les ensembles définissables de nombres
reels. I“ (1931) benltzt hat. In (1933) hat Tarski auch bereits eine
Methode der metamathematischen Darstellung a la Gédel entwickelt.
Direkt an Godel (1931) knupfte er an ,bei der negativen Loésung des
Problems der Definition der Wahrheit fur den Fall, daB die Metaspra-
che nicht reicher ist als die untersuchte Sprache®.®
Godel verwendete also als erster den Modellbegriff fiir seine Formu-
lierung der Vollstandigkeit in dem Sinne, daB, wenn ein Satz in allen
Strukturen wabhr ist, er auch (mit Hilfe der im formalen System vorge-
gebenen Beweisbeziehung) ableitbar sein muB. Des weiteren be-
natzte er den Interpretationsbegriff und die logische Folgerung.
An dieser Stelle sei auch kurz auf Godels weitere epochale Leistun-
gen verwiesen, wie seine Beitrége fiir die Mengenlehre (relativer Kon-
sistenzbeweis, Cantors Kontinuumsproblem), fir die Rekursions-
theorie, fur die Kosmologie (eine neue Lésung der Einsteinschen
Feldgleichung mit rotierenden Universen), tiber die Lange von Bewei-
sen (1934/35), das intuitionistische Realisierungstheorem und seine
zahlreichen fundamentalen philosophischen Abhandlungen.
Gddels groBe Errungenschaft, die seine Zeitgenossen so frappierte
und die ,weit durch den Raum und die Zeit hindurch ein Markstein
bleiben wird“ (Johann von Neumann), ist aber sein Unvollstandig-
keitsbeweis, den er im Sommer 1930 gefiihrt und im Herbst dessel-
ben Jahres ausgerechnet Johann von Neumann in Kénigsberg vor-
geflhrt hat, der selbst sechs Jahre lang an Hilberts Seite gekampft
und die Widerspruchsfreiheit eines bedeutenden Teilsystems der
Zahlentheorie bewiesen hat (1927). Godel zeigte als erster in der
Geschichte der Mathematik (wieder in den Worten von Neumanns),
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daB gewisse mathematische Theoreme mitden akzeptierten exakten Methoden
der Mathematik weder bewiesen noch widerlegt werden kénnen. Mit anderen
Worten hat er das Vorhandensein von unentscheidbaren mathematischen
Satzen bewiesen. Er bewies weiters, daB ein sehr wichtiger spezifischer Saiz
dieser Klasse von unentscheidbaren Problemen angehérte: die Frage, ob
Mathematik von inneren Widerspriichen frei ist. Das Resultat ist in seiner quasi-
paradoxen ,Selbstverneinung® bemerkenswert: Es wird nie mit mathemati-
schen Mitteln méglich sein, die GewiBheit zu erlangen, daB Mathematik nicht
Widerspriiche enthalt. Es muB der wichtige Punkt betont werden, daB dies kein
philosophisches Prinzip oder eine einleuchtende intellektuelle Einstellung, son-

dern das Resultat eines strengen mathematischen Beweises von besonders
raffinierter Art ist.'®

Modifizierung des Liigners

Es war Godels Leistung, mit auBerster Prazision eine wirklich rein finit
konstruierte Formel angegeben zu haben, die nachweislich unent-
scheidbar ist, und dadurch das formale Sprachsystem, in dem sie
konstruiert wurde, unvollstandig zu machen. Godels Grundgedanke
war genial einfach: Die zu konstruierende, unentscheidbare Formel
soll sagen: ,Ich bin unbeweisbar.©

Dabei adaptierte Godel eine der altesten Antinomien Uberhaupt, die
des paradoxen ,Liigners®, die Epimenides dem Kreter zugeschrie-
ben wird. Epimenides soll einmal gesagt haben: ,Alle Kreter ltigen
unentwegt®, welcher Satz anscheinend weder wahr noch falsch sein
kann, wenn man bedenkt, daB Epimenides ein Kreter war und daB die
unbeschrénkte Aussage auch ihn treffen miiBte. Also muB auch er
gelogen haben, weil er selbst als Ligner eingeschlossen ist. Wenn
Epimenides die Wahrheit aussagte, kénnen nicht alle Kreter unent-
wegt gelogen haben, denn einer davon, Epimenides, hatte gerade
nicht gelogen. Also muB Epimenides’ Aussage als falsch gelten, weil
sie hier eine Ausnahme gefunden hatte. Das ist zun&chst noch kein
Widerspruch, wohl aber ein paradoxer Sachverhalt. Der wird jedoch
zur exakten Kontradiktion eo ipso, wenn wir anders formulieren: ,Die-
ser Satz, den ich gerade spreche, ist falsch.*

Godel ersetzte darin Falschheit durch die Unbeweisbarkeit und be-
merkte dann, daB diese naheliegende Formulierung ,Dieser Satz ist
unbeweisbar® gar nicht mehr antinomial ist, und er schickte sich an,
dies (mit finiten Beweismitteln!) zu zeigen. (Die Ersetzung von Wahr-
heit durch Beweisbarkeit ist und war sehr gangig, besonders bei In-
tuitionisten wie Brouwer, weil man gerne den abstrakten, logischen
Wahrheitsbegriff mit dem menschennéheren erkenntnistheoreti-
schen Begriff der Beweisfindung ersetzen wollte, wobei man haufig
gleich draufkommt, diejenigen Wahrheiten als sinnlos auszuschal-
ten, die nicht durch finite Beweismethoden bewiesen werden kénnen.)
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Godels Problem war nun zweierlei: Erstens muBte'er dgn Selbstt?g—
zug, der in den Worten ,dieser Satz* angedeutet wird, emw_andfrel in
einem formalen System im Sinne von Frege, Russell und Hilbert dar-
stellen. In der Zahlentheorie spricht man nur tiber Zahlen und Fur_xk-
tionen derselben, jedoch nicht Gber Formein. Daher muf3 erst eine
Zuordnung von Zahlen zu Formeln und Folgen dersglben fe'stgelegt
werden. Sodann muBte er zweitens den Beweisbarkeitsbegriff selbst
S0 genau prézisieren, daB er als exakter Gggensta_nd des formalgn
Systems behandelt werden kann. Die Beweisbarkeit (als Satzbe‘2|e-
hung tber die Satze des Systems) kann dann auf Zahlen abgeblldgt
werden und ergibt dadurch selbst wiederum einen zahlentheoreti-
atz. } )
fnczz: \?/eiteren Ausfiihrungen seines Aufsatzes von 1931 (,,Uber for-
mal unentscheidbare Séatze der Principia Mathematica und verwand-
ter Systeme |“. Monatshefte fiir Math. u. Phys. 38 [1931], S_; 1.73——198)
verwendete Godel keine mathematisch besonders SF:hWIerlgen Qe-
dankengénge der Zahlentheorie. Er zeigte seine Meuster;chaft viel-
mehr in dem sprachlich-begrifflichen Aufbau der Beweiskonstruk-
tion, vor allem in der Sicherheit seiner Behandlung der. ~ooppel-
bddigkeit* der Simultanschaltung von Begriffen auf der Objekiebene
(innerhalb des Systems) wie auf der Metaebene. :

Godelisierung

Dabei beeindruckte am starksten Godels zahlenmaéaBige Dar_stel-
lungsmethode von Satzen und Beweisen, die ihm zu Ehrep seither
.Godelisierung” genannt wird. Godels Unentscheidbarkeitsformel
von 1931 bezieht sich auf sich selbst, ist selbstreferentiell und selb§t—
abbildend. Die Arithmetik bildet sich auf sich selbst ab (dgs helﬁt
arithmetische Sachverhalte — Satze und Beweise — aU}c arlt.hmetl-
sche Gegenstande — Zahlen und Zahlfunktionen)'. Das l§t dlg Idge
der Godelisierung, und die erwies sich als geschtcht§maoht1g. Die
Godelisierung geht so vor sich, daB jedem Ausdruck eines formalen
Systems eine Zahl zugeordnet wird, und zwar so, da3 man dle.Zuorq~
nung auch umkehrt, indem man fir jede Zahl berechner) kann, ob sie
einer und wenn schon, welcher Formel sie entspricht. Die Zuorc?nun_g
kann auch so geschaffen werden, daB bestimmte Zahlen fur die
Klasse der Beweisfolgen von Séatzen reserviert werden.

Bei der eindeutigen Zuordnung von Ausdriicken und Z'ahlen kamen
Godel nun die Vorlesungen U(ber Zahlentheorie seines Leh_rers
Philipp Furtwéngler zugute. Es ist ja bekannt, daB Zahlen eindeutig in
Primzahlfaktoren zerlegt werden konnen, und diese Tatsache ver-
wendete Godel folgendermaBen: Ein komplexer formaler Ausdruck
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besteht aus einer Folge von Zeichen, denen gewisse Zahlen eindeu-
tig zugeordnet sind. Diese werden als Exponenten den Primzahlen
(der aufsteigenden Primzahlenreihe) angefigt, und die sich daraus
ergebenden Primzahlenpotenzen werden miteinander multipliziert.
Dadurch ist auch dem komplexen Ausdruck eindeutig eine Zahl zu-
geordnet. Dieses Verfahren kann an einem einfachen Beispiel ver-
deutlicht werden. Man nehme an, dem Individuumsnamen a wird die
Zahl 3 zugeordnet, und das Pradikat P (etwa ,sterblich®) bekommt die
Zahl 5. Dann bekommt der Satz Pa (-Der Mensch a ist sterblich) die
Godelnummer 2°-3° = 32.768. Diese Zuordnung ist nun eindeutig und
erfullt daher die vorgegebene Auflage, weil die Zahl 32.768 nur wie-
der in die Primzahlfaktoren 2° und 3° zerlegt werden kann und kei-
nem anderen Ausdruck als Pa entsprechen kann.

Ganz originell war die Godelisierung allerdings nicht, denn sie ist in
einer verwandten Form schon von Leibniz'” erfunden worden, der
zeitlebens logische Ableitung mit Hilfe von Zahlenfunktionen algo-
rithmisch berechnen wollte und in seiner spéteren Zeit auf die ein-
deutige Primzahlzerlegung von ~Charakteristischen Zahlen* gesto-
Ben ist. Godel war schon frith ein Verehrer von Leibniz gewesen, den
er Uber alle Denker der Geschichte schétzte, und es ist anzunehmen,
daB er von Leibniz zu seiner »Godelisierungsmethode” angeregt
wurde.

Mit seinen Primzahlzuordnungen schaffte Gédel den Durchbruch,
denn er hatte damit einen Gode gefunden, der es erlaubte, insbeson-
dere auch Beweisbeziehungen zwischen den Satzen eines Systems
innerhalb des Systems (durch einen zahlentheoretischen Satz im
System) reprasentieren zu kénnen. Erst dieser Trick erlaubt es, den
Selbstbezug in dem Satz »Dieser Satz ist unbeweisbar® auch formal
korrekt ausdriicken zu kénnen. Dabei zeigte sich natirlich, daB dies
nur moglich ist, wenn das formale System reichhaltig genug ist, denn
die Moglichkeiten der Kodifizierung miissen gegeben sein. Im
wesentlichen erfordert eine geeignete Kaodifizierung schon die
Reichhaltigkeit des natiirlichen Zahlensystems.

Godelisierte Beweisbarkeit

Mit der Godelisierung hat man also eine Aquivalenz zwischen zwei
Arten von Aussagen gefunden, insbesondere folgende: Jeder Be-
hauptung in der Metasprache, daB B ein Beweis von A ist, entspricht
eine Zahlenaussage C in der Objekisprache (der auch A angehort),
so daB C besagt: ,Es existiert eine Zah| b, die die Gddelnummer einer
Formelfolge ist, die ein Beweis B von A ist.* Dabei wird C, als Zahlen-
aussage, natiirlich nicht die Formel A und Formelfolge B erwshnen,
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sondern deren zugeordnete Godelzahlen, etwa a und b. Symbolisch

hat man also IEA < Bew (b, a) (dabei bedeuten <" die logische
Aquivalenzbeziehung [:genau dann, wenn .. ] und ,—* die metatheo-
retische Beweisbeziehung eines Satzes [formale Ableitbarkeit aus

den Axiomen]). IEA bezeichnet die Deduktion der Formel A durch
den Beweis B (=nach festgesetzten Regeln aufgebaute Formelfolge).
Bew (b, a)] bedeutet: b ist die Godelzahl einer Formelfolge, die ein
Beweis der Formel mit der Godelzahl a ist. ,Bew" ist also ein zahlen-
theoretisches Verhaltnis zwischen Zahlen (nattrlich zwischen G-
delzahlen). Dabei darf man nie vergessen, um manchmal auch in der
Fachliteratur vorkommenden MiBverstandnissen vorzubeugen, daB
Bew (b,a)* keineswegs etwa bedeutungsgleich (im Fachjargon:

intensional &quivalent) mit ,,}EA“ ist. Denn ,Bew (b, a)"‘ redet Uber

Zahlen, wéhrend ,,IEA“ Uber Zahlaussagen redet, also haben die zwei
Sstze ganz verschiedene Gegensténde zum Inhalt. Die obige Aquiva-
lenz heiBt bloB, daB die Zahlenaussage ,Bew (b, a)" immer und nur
dann wahr ist (und zwar wegen der Kodierungsdefinition von ,Bew"),

wenn ,,I—B—A“ der Fall ist.

Nun wollte Gdédel den Sachverhalt ,Dieser Satz ist unbeweisbar” for-
malisieren. Dies zu tun erfordert allerdings einigen Aufwand, denn es
muB vor allem erst gezeigt werden, daB (iberhaupt samtliche (finiten)
Beweisfiguren Uber Zahlenformeln erfolgreich in die Kodifizierung
durch Godelzahlen eingehen. Denn erst nachdem sichersteht, daB
auch alle Beweise bestimmten Zahlen entsprechen, kann man in der
Zahlenkodifizierung den Tatbestand représentieren, daB eine Formel
keinen Beweis hat. Es konnte ja sein, daB die Kodifizierung be-
stimmte Beweisfiguren nicht erfaBt hatte. Aus der Tatsache, daB
keine Gddelzahl eines Beweises existiert, lieBe sich dann nicht mehr
darauf schlieBen, daB auch kein Beweis da ist, was man ja zeigen will.
In diesem zentralen Teil seines Unvolistandigkeitsbeweises hatte
Godel eigentlich seine groBte Leistung erbracht, denn er explizierte
zum ersten Mal exakt das ganze Hilbertsche Programm. (Allerdings
lieB Godel offen, ob seine Explikation der finiten Beweismethoden
Hilberts Intentionen genau entsprach, und betonte daher, daB sein
Beweis nicht als eine [uniiberwindbare] Widerlegung des Hilbert-
schen Programms gelten solle. Dennoch wird Gddels Beweis — unse-
res Erachtens richtigerweise — als eine solche Widerlegung gehan-
delt, und zwar, weil Hilbert den Begriff des Finitdren von Anfang an
moglichst eng faBte, wahrend eine ,Rettung des Programms, etwa
von Gentzen [1936], dessen Erweiterung erfordert.)

Dies muBte ertun, wie aus den obigen Uberlegungen unmittelbar her-
vorgeht, weil er eine genaue Handhabe (ber alle méglichen (finiten)
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inung an den berihmten amerikanischen Philosqphen Willgrd Van
rman Quine.) Dem Quotieren entspricht in der Arithmetik dle_ S.u.b—
itution: laBt sich genauso wie Bew (a,b) als primitiv-
kursives Pradikat definieren, wenn es so konstruiert WII’F!, d_aB.es
e Bedeutung hat: Wird in der Formel mit der Gédelzahl adie einzige
eie Variable (zum Beispiel x) durch die Zahl n ersetzt,.so erhalt m.an
ne Formel mit der Gédelzahl c. (Diese Substitutionselgenschaft ist,
genauso wie die Beweiseigenschaft, nicht nur primitiv-rekursiv, son-
dern sogar entscheidbari)

O
Beweisfiguren haben muBte. Dabei zeigte Godel im wesentlichen,
daB alles, was in einem formalen System ,effektiv* entschieden wer-
den kann, in dem kodifizierten Gegenstiick primitiv-rekursiven Zahl-
verhaitnissen entspricht. In diesem Sinne ist also der logische Begriff
der Entscheidbarkeit aquivalent dem arithmetischen Begriff der
primitiv-rekursiven Berechenbarkeit. Dieser Nachweis Gédels kann
auch als eine Krénung von Leibnizens lebenslanger Bemtihung an-
gesehen werden, welche die Logik mit der Zahlentheorie verbinden
wollte. DaB Entscheidbarkeit und Berechenbarkeit miteinander so in :
Verbindung stehen, war natdrlich von vornherein eine implizite Vor-
aussetzung des Hilbertschen Programmes, weil dieses ja die Zeichen-
kombinatorik (worunter auch Beweisflihrung subsumiert wurde) als

quasi dasselbe wie die Zahlenrechnung auffaBte. Dennoch hat dies
erst Gédel wirklich gezeigt.

Arithmetische Selbstreferenz

Nach dem Nachweis der rekursiven Berechenbarkeit von Bew blieb
jetzt nur mehr der groBe Trick Gbrig, wie man die Selbstbezogenheit
der Worte ,Dieser Satz ist unbeweisbar® représentieren soll.

Hat man einmal Bew (b, a), wie bereits beschrieben, als Satz uber ver-

schiedene Zahlen derart konstruiert, daB er mit der Bedeutung IEA

korreliert, das heiBt wahrheitswertmaBig aquivalent ist, setzen wir
weiter fest:

»Nicht es gibt (mindestens)
- 3b: Bew (b, a).

Dieser Satz bedeutet: Es gibt keine Gédelzahl (zum Beispiel b), die
ein Beweis der arithmetischen Aussage mit der Godelzahl a ist. Be-
zeichnen wir diese Aussage (mit der Gédelzahl a) als A, so ist das der

metamathematische Sachverhalt: Z Beweis B: P—B—A oder kurz H-A,
also ,A ist nicht beweisbar®. Nun miissen wir noch den Ubergang von
»Aist unbeweisbar® zu ,Dieser Satz ist unbeweisbar schaffen. Arith-
metische Satze sprechen iiber Zahien (Gleichheit, Ungleichheit, Exi-
stenz, Addition, Multiplikation ... und so weiter) und nicht tiber Aus-
sagen, daher verwenden wir die Gédelzahlen von Aussagen (und den
darin enthalienen Symbolen wie Gleichheit ... und so weiter). Wie
représentieren wir jedoch die Riickbezogenheit ,Dieser Satz ...“?
Indem wir durch einen komplizierten Trick daftir sorgen, daB die Zah-
lenkonstruktion ,Der Satz mit der Godelzahl n ist nicht beweisbar*
eben genau die Gédelzahl n hat. Diesem Trick entspricht in der natiir-
lichen Umgangssprache das Zitieren unter Anfliihrungszeichen,
auch als Quotieren bezeichnet. {(Hofstadter nennt es Quinieren in An-
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ein b, so daB Bew (b, a) gilt.” Als Formel:

Die Substitution

Bezeichnen wir wieder wie vorhin die Formel mit der Gédelzahl aaléA
und nehmen an, daB sie eine einzige freie Variable, n.émlaic.h X, enthalt,
so symbolisieren wir das als A (x). Ersetzen wir die Varlable" X in A
durch n Striche, die wir mit T andeuten (was die formale Rggrasenta'—
tion der Zah! n in der formalen Arithmetik ist), so sympohsneren wir
das Ersetzungsergebnis als A (x/0). Mit dieser Symbolik bekommen
wir nun folgende logische Aquivalenz:

Sub(a,n,c)=A(Xx/MN)=C.

(Dabei sei C die Formel mit der Gédelzahl ¢.)

Wir erinnern uns an die bereits erklértg Entsprechung:

B
Bew (b,a) <A
Betrachten wir nun das Satzfragment: ,.... Quotiert und vorangestelit
ergibt dies eine infame Liige.” .
Die drei Punkte bezeichnen eine Leerstelle, eine Art Platzhalter, in
welche die Quotierung obigen Fragments eingesetzt werden soll.
Das ergibt: ,Quotiert und vorangestellt ergibt dies eirle infame Liige*“
quotiert und vorangestellt ergibt dies eine infame Luge.. .
Man sieht schon fast, daB dies eine Umformung der Antinomie c!es
Ligners ist. Denn wére der quotieri-vorangestelite Ausdruck e!ne
infame Liige, dann miiBte es auch eine infame Llige sein, daB er eine
infame Liige ist. Er wére also wahr. ) '
Dem obigen Quotieren, also dem Einsetzen des unter Anfuhrgngsze[—
chen gesetzten eigenen Satzes in die Leerstelle, en’gspnchjc das
Einsetzen der Godelzahl des eigenen Saizes in die (einzige) freie \{a—
riable: Sub (a, g, ¢). Das heiBt, aus A konstruiere ich A (x/a), \fVQbel a
die Godelzah! von A ist und g a-viele Striche bedeutet. Wennich pun
zusétzlich fordere, daB A (x/&), das ja die Godelzah! ¢ hat, nicht
beweisbar ist, bin ich fast fertig:
~db, 3c: Sub (g, a,c) &Bew (b, c).
Man kann das noch anders formulieren, was vielleicht klarer_ist: An
Stelle des Pradikates Sub(a,a,c) kann man gleichwertig c=
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sub(a,a) schreiben, wobei das kleingeschriebene sub nun eine
Funktion ist'"® und einen Zahlenwert als Ergebnis liefert, namlich c;
die Godelzahlvon A (x/8). Dann kann man obigen Sachverhalt verein-

facht schreiben:
~3b: Bew (b, sub[a, al).

Das bedeutet: Der Satz, derdadurch entsteht, daB in der Satzform mit
der Godelzahl a, deren einzige freie Variable (zum Beispiel x) durch
ihre eigene Godelzahl (ndmlich a, beziehungsweise genau durch

a-viele Striche) ersetzt wird, ist nicht beweisbar.

Der Godelsche Beweis

a
\G/ . . .
rch Umformen und Zusammenziehen der beiden Gleichungen in
r letzten Einrahmung erhalten):
-3 b: Bew (b, sub[f,fl)2 Goz " [sub (F, f)],"
wobei die inverse Funktion Géz™" [n] den Satz mit der Gédelzah!n be?
zeichnet. Graphisch 14Bt sich das etwa folgendermaBen darstellen:

.’—_J.i
-3 b: Bew (b, sub[f,f])

Goz [Y]=<—‘

Durch Einsetzung von Géz [ ] an Stelle von sub [f,ﬂ erhalt man
unmittelbar:

Dieser obige Satz, den wir F(a) nennen wollen, hat eine freie Variable,
némlich a, weshalb er eigentlich nur eine Satzform darstellt. (Eine
zahlentheoretische Formel mit einer freien Variablen, zum Beispiel ,x

-3 b: Bew (b, sub [f,f]) = ;
23 b: Bew (b, G6z [-3 b: Bew (b, sub [f,f))])

ist durch 2 teilbar, bildet ja noch keine Aussage und ist weder wahr

noch falsch, solange der Wert von x nicht festgelegt ist.) Wir miissen
diese Satzform daher in einen geschlossenen Satz verwandeln, und
einen solchen erhalten wir beispielsweise, wenn wir eire konkrete
Zahl (beziehungsweise eine Strichfigur) fir seine einzige freie

Variable a einsetzen. Dje Satzform F(a) hat natirlich auch eine Godel-
zahl, zum Beispiel f:

F(@)=-3 b: Bew (b, sub [a, a])

f = Goz [l; (@)l

Setzen wir diese Gédelzahi fin der Satzform F(a) fiir die freie Variable

a ein, so erhalten wir den Satz F(f). Er besitzt, wie wir gleich sehen
werden, die Godelzah! sub (f,1):

F(f)2-3 b: Bew (b, sub [f, 1)

Goz [F(] = sub (f, f)
Denn sub (f, ) ist ja nach obiger Definition die Godelzahl jenes Sat-
zes, den man erhélt, wenn man in der Satzform mit der Gédelzahl f
(alsoF) furihre einzige freie Variable (in unserem Fall a) die Gédelzah|
f (beziehungsweise f-viele Striche) einsetzt. Und was ist das Ergeb-
nis dieser Einsetzung von fin F(a)? Nattrlich der Satz 3 b: Bew (b,
sub [f,f]). Er besagt schlicht und einfach: Der Satz mit der Godelzahi
sub (f, ) ist unbeweisbar. Und auBerdem hat er auch die Gédelzahl
sub (1, f), wie wir bereits wissen (denn die Konstruktionsvorschrift von
sub [f, f] ergibt ja gerade ihn!). Formal schaut das SO aus (was wir
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Der untere Ausdruck ist dabei keine arithme.tische Formel: GQZ [ 1]
ist ja eine metasprachliche Funktion. Daher le_'.t er nur suggestiv ge-
meint, und seine Interpretation lautet eben: Die Formel -3 b: Bew (b,
sub [f, f]) ist unbeweisbar. Wir erhalten also:

-3 b: Bew (b, sub [f,f])= .
243 b: Bew (b, sub [f,1]) ist unbeweisbar.

Was soll das auf gut Deutsch heiBen? Eine klare Antwort liegt hieﬂr vor:
Der Satz - 3 b: Bew (b, sub [f,f]) bedeutet — Sie l.waben_es langst
erkannt — seine eigene Unbeweisbarkeit. Erist die arithmetische For-
mulierung fur ,Dieser Satz selbst ist unbeweisbar®. Und zwar formal
unbeweisbar in einem beliebig gewahlten, fur unsere Betrao‘htungt.an
aber ein fur allemal festgehaltenen Axiomensystem der Arlthmet'lk.
(Ublicherweise wahlt man die Peano-Arithmetik dafiir.) Deshalb wird
in Fachkreisen auch oft von Ableitbarkeit (Deduktion) an Stel_le von
(formaler) Beweisbarkeit gesprochen, um Verwechslungen mit dem
inhaltlichen Beweisen zu vermeiden. Denn beweisbar ist der S.atz
=3 b: Bew (b, sub [f, f]) sehr wohl, was wir im folgenden Absatz gleich
zeigen werden, jedoch mit inhaltlichen Uperlegungen. Derart kann
die Gultigkeit des Satzes noch immer gezeigt werden, denn unseren
inhaltlichen SchluBweisen sind ja keine Grenzen auferlegt.

Die Unvolistandigkeit der Arithmetik

Bisher wurde ausfiihrlich diskutiert, in welchem Sinqe die Gédel-For-
mel ihre eigene Unbeweisbarkeit aussagt. Nun fe.hlt_jedoor.w noch fjas
Argument, warum sie die Unvolistandigkeit der Arithmetik bewirkt.
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Dazu mussen wir sie auf ihren Wahrheitsgehalt prifen. Zu diese
Zweck wollen wir im folgenden den Godel-Satz G nennen und noch

mals seine formale Bedeutung in etwas verkiirzter Schreibweis
festhalten:

ie Folgen des Godel-Satzes

odel betonte in seinem Brief an Zermelo, daB an seinem Beweis
esentlich und zentral der Nachweis war, daB jedes fir die Darstel-
‘lung der Zahlentheorie verwendbare formale Sprachsystem L eine
‘Grauzone von wohlgeformten, sinnvollen (im Falle von G sogar wah-
renl) Satzen hat, die aber notwendigerweise wegen ihrer Struktur mit
den Mitteln von L unentscheidbar bleiben. Und es niitzt nichts, G als
Axiom in L aufzunehmen, um Entscheidbarkeit wiederherzustellen;
denn man erhélt dabei ein neues System L, fiir welches ein neuer
Godelsatz G’ entsteht, und so weiter ad infinitum.

Viele Mathematiker empfinden, obwohl sie die Korrektheit von
Godels Beweis nicht anzweifeln, dennoch eine gewisse Unzufrieden-
heit wegen der Natur des Godelschen Satzes G, und zwar weil er auf
eine Weise definiert wurde, die der Zahlentheorie fremd und gekin-
stelt vorkommt; dennvor der Ankunft von Computern mit gespeicher-
ten Programmen waren syntaxbezogene Zahlenbeziehungen wie
Bew und Sub unerhért. Noch weit mehr hétte es die Mathematiker
namlich frappiert, wenn beispielsweise die seit Jahrhunderten unge-
I6ste Goldbachsche Vermutung, namlich daB jede gerade Zahl als
Summe von zwei Primzahlen darstellbar ist, sich als unentscheidbar
nachweisen lieBe. (Godel meinte Gbrigens selber, daB die Goldbach-
sche Vermutung durchaus — finit — unentscheidbar sein kénnte.)
Zunachst kann aber wie folgt beantwortet werden: Obwohl G sehr
wohl auf eine neue Weise aufgebaut wurde, ist es heute keine Frage
mehr, wie ungewdhnlich oder gek{instelt er ,sub specie aeternitatis”
ist. Denn seit der Erfindung des Programmierens von Computern
durch von Neumann, der dabei auch von Godel beeinfluBt wurde, ist
es ein Gemeinplatz geworden, zahlentheoretische und sprachlogi-
sche Sachverhalte miteinander in Programmbefehlen zu verzahnen.
Dartiber hinaus hat Goédel in seinem urspriinglichen Aufsatz 1931
schon darauf hingewiesen, daB jede ,erkenntnistheoretische Anti-
nomie“, geeignet abgewandelt, fiir die Formel G Verwendung finden
kénnte; aber es ist bekannt, daB unendlich viele solche Antinomien
erzeugt werden kdnnen (zum Beispiel: ,A sagt, B hat recht; B sagt, C
hat recht...; Y sagt, Z hat recht; Z sagt, Alugt”; und so weiter). Solche
und verwandte Schleifenbildungen kommen in Programmschritten
recht haufig vor, also sind S&tze wie G heutzutage gar nicht unge-
wohnlich. :
Doch kénnen (finit) unentscheidbare Satze auch aus dem traditionel-
len Bereich der zahlentheoretischen Probleme gefunden werden,
adhnlich wie die Goldbachsche Vermutung, und zwar im Bereich der
sogenannten ,Ramsey theory”, die zur Kombinatorik gehort, wobei
man das Problem hat, die sehr schnell wachsende Zahl von Kombi-

G=A Bew sub (,f), wobei
sub (f,f)=Goz [A Bew sub (f, )] ist.

Wir wollen nun zeigen, daB G wahr ist, und zeigen dies indirekt: Wir
nehmen an, G sei falsch, und folgern daraus einen Widerspruch.

Also .gngerjommen, G sei falsch, dann ist seine Negation -G wahr.
GemaB obiger Festsetzung gilt:

-G« 3 Bew sub(f, ),
wobei sub(f, f) = Gédelzahl von G.

Das heiBt, G ist dann beweisbar. Nun gilt fiir alle wichtigen formalen
Deduktionssysteme K wie die Pradikatenlogik und auch die (formale)
Peano-Arithmetik, daB sie korrekt sind, das heiBt, wenn eine Formel A
ableitbar ist, muB sie auch wahr sein:

Korrekt K:=1?A=> wahrA flir ¥ Formeln A.

Wegen der Korrektheit der Peano-Arithmetik muB dann G (zusétzlich
zur Beweisbarkeit) auch wahr sein.

Da_s ist aber ein Widerspruch zu obiger Voraussetzung, daB G falsch
sein soll.

Aus diesem Widerspruch folgt, daB G wahr sein muB. Wenn G aber
wahr ist, ist es auch unbeweisbar, da es ja seine eigene Unbeweis-
barkeit behauptet. Diesen Sachverhalt nannten wir aber gerade Un-
vollstandigkeit. Denn Vollstandigkeit eines Systems K bedeutet ja die

L{mkehrung der Korrektheit, also: Wenn eine Formel A wahr ist, muB
sie auch ableitbar sein: ’

Vollst. K: = wahr A=>I—K—A far Y Formeln A.

Also: Alle wahren Formeln missen auch ableitbar sein. Fiir G gilt das
jedoch nicht, wie wir soeben gezeigt haben. Daher ist die formale
F.’ea.no—Arithmetik unvollsténdig. Dariiber hinaus gibt es fiir jedes be-
llgblge Axiomensystem, das die Arithmetik enthalt, immer wahre
_anthmetische Sachverhalte, die man mit Hilfe der dem Mathematiker
m_newohnenden Intuition inhaltlich als wahr erschlieBen kann, aber
nicht aus dem vorgegebenen formalen System (gleichsam méschi—
ne"ll bewiesen) ableiten kann.” (Fir ein detailliertes Studium des
Godelschen Beweises seien Interessenten auf das bekannte Buch
Der Gédelsche Beweis von Ernest Nagel und James Newman [Olden-
burg Verlag, Wien 1964] hingewiesen.)
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nationen beziehungsweise Anordnungen von Gegenstanden aus
einer wachsenden Reihe von Mengen zu berechnen und zu charak-
terisieren. Zum Beispiel, zu einer vorgegebenen Zah! n die kleinste
Menge von Personen zu berechnen, von der sich entweder minde-
stens n Personen paarweise einander kennen oder sich mindestens
n Personen paarweise nicht kennen. Diese Menge wichst so schnell,

machen damit die sicher falsche Annahme, daB die menschliche
rituition niemals fehigeht.

Mechanismus, Mentalismus

daB das Wachstum einer Verallgemeinerung davon nicht rekursiv
definiert werden kann, das heigt wachst in einer uns bisher unbe-

kannten Weise.'®

Sofort nach der Veréffentlichung von Godels Unvollstandigkeits-

und
ein,

beweis 1931 ergab sich eine Anderung im Bereich der Logik-
Grundlagenforschung der Mathematik. Hilbert sah enttduscht
daB ein Kernpunkt seines Programms aufgegeben werden mubBte:

daB die Beweistheorie, die in der metamathematischen Grundlagen-
forschung verwendet wird, schwicher oder zumindest nicht starker

als die zu begriindende Theorie sein sollte: insbesondere hat Hilbert,
kurz nach Gédels miindlicher (Jbermittlung seines Beweises an
Johann von Neumann (mit dem Hilbert persénlich eng zusammen-
arbeitete), angefangen, Beweisregeln zu erértern, die starker alsvoll-
sténdige induktion waren. Carnap in Wien, mit dem Gédel sténdig be-
treffend Grundlagenfragen in Kontakt war, lieB ein groBes Manuskript
ungefertigt und fing praktisch ganz von neuem an, wobei er durch-
wegs von Godels neuen Methoden Gebrauch machte, vor allem von
der Trennung zwischen Objekt und Metasprachen; das Resultat war
die berthmte Logische Syntax der Sprache (1934). Die groBe polni-

sche Logiker-Schule um Lukasiewicz und Lesniewski in Warschau

hat sich wesentlich neu orientiert auf metamathematische Studien,
die unter anderem Tarski und Mostowski weiterfiihrten. Die amerika-~
nische Schule um Church in Princeton (einschlieBlich Rosser und
Kleene, die neben Bernays am meisten zur Anwendung und Vertie-
fung von Goédels Unvollstandigkeitsbeweis leisteten) ist unmittelbar
und sofort auf Gédels ~Richtung” eingeschwenkt, zumal Godel
schon 1934 an Ort und Stelle in Princeton seine Ergebnisse vorgetra-
gen hat — von dieser Entwicklung war auch Emil Post in New York mit-
begriffen, der in der Isolation manche Ideen und Methoden Gédels
vorweggenommen hatte. In England, wo Ramsey tragischerweise
1930 mit sechsundzwanzig Jahren starb, trat der geniale Alan
M. Turing™ hervor, der den Frege/Hilbert/Gc‘jdel-Begrif,f des formalen
Systems in die allgemeinste und bestechendste Form eines Automa-
ten, ,Turing-Maschine® genannt, gebracht hat. Nur die Intuitionisten
(Brouwer, Heyting), Phanomenologen (Husserl, Becker, Kaufmann)
und Ultrafinisten (Wittgenstein und seine Schule) blieben desinter-
essiert an Godel, weil fur sie Vollstandigkeit nichts Beweisfahiges
beziehungsweise -wirdiges blieb; aber die letztgenannten Schulen
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und Metamathematik

n den letzten Jahrzehnten hat Godels Beweis einmal mehr ein zen-
rales und vielleicht spektakuldres Interesse gewonnen, und zwar
nsbesondere in der von der Theorie der kiinstlichen Intelligenz ent-
achten Diskussion, ob der menschliche Geist maschinell. erklart
der gar simuliert werden kann. Aus Godels Unvollsténdigkeltsthe'o—
~rem wurde namlich zundchst der SchluB gezogen, da!S Qer Geist
keine (Turing-)Maschine sei, weil der Mensch die Wahrheit eines Sat-
zes und gar unbegrenzt vieler verwandter Satze einsehen qnd (_ent—
scheiden kann, dessen Wahrheit von einer Maschine wie efner
Turing-Maschine (als ,Verkodrperung® eines formalen Systems) nicht
entschieden werden ktnne. Dabei wird zum einen angenommen,
jede Maschine ist digital (besitzt endlich viele Zustande und pewegt
sich in diskreten Schritten), wahrend zum anderen der Geist irgend-
wie ein unendliches Gebiet (Zahlentheorie) tiberschauen kann.
J.R.Lucas hat in seinem Aufsatz ,Mind, Machines and Gadel* (1961)
die Diskussion ertffnet. Er erblickte in Godels Satz von 1931 den Be-
weis, daB der Geist nicht als Maschine erklart werden kénne. Gadel
selbst favorisierte eine berithmte Alternative: Entweder ist der Geist
nicht mechanisch, oder die Mathematik, eigentlich Arithmetik, ist
nicht unsere eigene Konstruktion. Godel neigte als Platonist dazu,
den nichtmechanistischen Charakter des menschlichen Geistes, ja
sogar nichtmechanische Naturgesetze anzunehmen.

In der Automatentheorie wiederholte sich die Problemdiskussion de_r
logischen Grundlagenforschung unter der Perspektive der mechanl'—
stischen Natur des menschlichen Geistes. Die Unentscheidbarkeit
eines mathematischen Satzes eines Systems mit den Mitteln des
Systems galt als Beweis, daB man prinzipiell keinen Computer bayen
kann, der alle giiltigen Satze der Mathematik automatisch ableiten
kann. Das menschliche Denken war also nicht zur Ganze formalisier-
bar, nicht mechanisierbar. Der strenge mathematische Beweis der
Existenz von formal unentscheidbaren arithmetischen Satzen und
der Nichtdemonstrierbarkeit der Widerspruchsfreiheit eines forma-
len Systems im gleichen System selbst beweist die Notwend?gkeit
der geistigen Ingenuitdt des Menschen, um neue mathematische
Axiome erzeugen zu kénnen.

Die enge Verbindung zwischen mathematischer Logik und Autgma~
tentheorie ist ja ebenfalls aus Godels Theorem von 1931 ableitbar.
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Indem Godel namlich zeigte, daB die grundlegenden Begriffe de
Logik wie wohlgeformte Formel, Axiom, Ableitungsregel, Beweis und
s0 weiter im wesentlichen rekursiv (effektiv) sind, hat er die mathe
matische Logik auf eine Theorie der Berechenbarkeit reduziert
Rekursive Funktionen sind solche, die auf/mit Turing-Maschinen be
rechnet werden kénnen. Daher kann die mathematische Logik vom
Standpunkt der Informatik aus behandelt werden.'® Umgekehrt kann
die logische Organisation eines Automaten durch eine Struktur von
idealisierten Schalt- und Verzégerungselementen représentiert und
dann in logische Symbole tbersetzt werden. Analog zu Goédels
selbstreferentiellem Satz hat Johann von Neumann einen Automaten

konstruiert, der eine Beschreibung seiner selbst enthalt, einen -

selbstreproduzierenden Automaten. Beitrage von Kurt Gédel zu die

ser Problematik finden sich in einem Buch Johann von Neumanns.?? *

Zum Problem, wie weit der menschliche Geist formalisierbar und da
mit mechanisierbar, das heiBt maschinell reprasentierbar sei und

umgekehrt, wie sehr Maschinen das menschliche Denken simulieren -

kénnen, hat Gddel selbst 1951 definitiv Stellung genommen:

Der menschliche Geist ist dazu unfahig, alle seine mathematischen Intuitionen
formulieren (oder mechanisieren) zu kénnen, das heiBt, wenn es ihm gelungen

ist, einen Teil davon zu formulieren, dann bedarf gerade diese Tatsache eines :

neuen intuitiven Wissens, zum Beispiel der Konsistenz dieses Formalismus.
Diese Tatsache kann die ,Inkomplettierbarkeit der Mathematik genannt wer-
den. Auf der anderen Seite besteht die Moglichkeit, auf der Basis dessen, was
bislang bewiesen worden ist, daB eine theorem-beweisende Maschine existiert
(und sogar empirisch entdeckt werden kann), welche in der Tat der mathemati-

schen Intuition &quivalent ist, aber von der nicht bewiesen werden kann, daB sie

es ist, von der sogar nicht einmal bewiesen werden kann, daB sie nur korrekte
Theoreme der finitdren Zahlentheorie hervorbringt.?

Godel gibt also der kiinstlichen Intelligenz groBe Chancen, besteht
aber andererseits auf dem nichtmechanistischen Charakter des
menschlichen Geistes, verstanden im Sinne von FuBnote 17b.

Auf eine Maschine, so intelligent wie Gédel, werden wir allerdings
lange warten miissen.
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