Dty I Aﬂ“‘”//

Peter Weibel und Eckehart Koéhler

Godels Unentscheidbarkeitsbeweis —
Ideengeschichtliche Konturen eines beriihmten mathematischen Salzes

Eine der bedeutendsten mathematisch-logischen Entdeckungen der Neuzeit, , der Satz des Jahrhunderts”,
wie sie oft apostrophiert wird, stammt nicht von Ludwig Wittgenstein, wie vielleicht manche vermuten wlr-
den, sondern von einem anderen Wiener, der bis vor kurzem einer breiteren Offentlichkeit wie auch dem Kul-
turpublikum vollkommen unbekannt war, obwohl dieser ,Satz" schon in den 30er Jahren publiziert worden
ist. Es war ein 25jéhriger junger Wiener, der 1931 eine Arbeit verdffentlichte, seit welcher , der Gegenstand
der Logik niemals mehr der gleiche sein wird” (Johann von Neumann). Sie trug den Titel Uber formal unent-
scheidbare Satze der Principia Mathematica und verwandter Systeme I; ihr Autor: Kurt Godel.

Kurt Gédel wurde am 28. April 1906 in Briinn, Teil der tsterreichisch-ungarischen Monarchie, geboren
und begann 1924 seine physikalischen, spater vorwiegend mathematischen und logischen Studien an der Uni-
versitat Wien, wo er 1930 mit der Arbeit Uber die Vollstéindigkeit des Logikkalkiils promovierte, worin er seine
Meisterschaft in der Behandlung der aktuellsten Probleme der logischen Grundlagenforschung erwies. Sie war
auch eine Art Voraussetzung flr seine Arbeit Uber die Unvollstdndigkeit (1931), die 1932 als Habilitations-
schrift angenommen wurde und tber die Hans Hahn, neben Karl Menger (Sohn des National6konomen Carl

Menger) sein wichtigster Lehrer, schrieb:

Die Habilitationsschuift ,, Uber formal unentscheidbare Sitze der Principia Mathematica und verwandter
Systeme I*ist eine Leistung ersten Ranges, die in allen Fachkreisen das grofite Aufsehen erregte und ~ wie
sich mit Sicherheit voraussehen lifit — ihren Platz in der Geschichte der Mathematik einehmen wird. Es gelang
Herrn Godel zu zeigen, daB sich im logischen System der Principia Mathematica von Whitehead-Russell Pro-
bleme angeben lassen, die mit den Mitteln dieses Systems unentscheidbar sind, und daf dasselbe fiir jedles
formallogische System gilt, in dem die Arithmetik der natiirlichen Zahlen ausdriickbar ist; damit ist auch gezeigt,
daB das von Hilbert aufgestellte Programm, die Widerspruchstreiheit der Mathematik zu beweisen, undurch-

fithrbar ist.!

Godels groBe Errungenschaft, die seine Zeitgenossen so frappierte und die , weit durch Raum und Zeit
hindurch ein Markstein bleiben wird” (Johann von Neumann), ist sein Unvollstandigkeitsbeweis, den er im
Sommer 1930 gefiihrt und im Herbst desselben Jahres bei einer Tagung in Knigsberg ausgerechnet Johann
von Neumann vorgefuhrt hat, der selbst sechs Jahre lang an Hilberts Seite gekdmpft und die Widerspruchs-
freiheit eines bedeutenden Teilsystems der Zahlentheorie bewiesen hatte (1927). Godel zeigte als erster in
der Geschichte der Mathematik (in den Worten Von Neumanns):

[...] da3 gewisse mathematische Theoreme mit den akzeptierten exakten Methoden der Mathematik weder
bewiesen noch widerlegt werden kénnen. Mit anderen Worten hat er das Vorhandensein von unentscheid-
baren mathematischen Sitzen bewiesen. Er bewies weiters, dafl ein sehr wichtiger spezifischer Satz dieser
Klasse von unentscheidbaren Problemen angehorte: die Frage, ob Mathematik von inneren Widerspriichen
frei ist. Das Resultat ist in seiner quasiparadoxen ,Selbstverneinung” bemerkenswert: Es wird nie mit mathe-
matischen Mitteln moglich sein, ‘die Gewilheit zu erlangen, dafl Mathematik nicht Widerspriiche enthilt. Es
muf der wichtige Punkt betont werden, daB dies kein philosophisches Prinzip oder eine einleuchtende intel-

lektuelle Einstellung, sondern das Resultat eines strengen mathematischen Beweises von besonders raffinierter

Artist?

Modifizierung des Liigners

Es war Godels Leistung, mit duBerster Prézision eine wirklich rein finit konstruierte Formel angegeben zu haben,
die nachweislich unentscheidbar ist, und dadurch das formale Sprachsystem, in dem sie konstruiert wurde,
unvollstandig zu machen. Godels Grundgedanke war genial einfach: Die zu konstruierende, unentscheidba-
re Formel soll sagen: , ich bin unbeweisbar”.

Dabei adaptierte Godel eine der éltesten Antinomien Uberhaupt, die des paradoxen ,Liigners”, die Epi-
menides, dem Kreter zugeschrieben wird. Epimenides soll einmal gesagt haben: ,Alle Kreter ligen unent-
wegt”, welcher Satz anscheinend weder wahr noch falsch sein kann, wenn man bedenkt, daB Epimenides
ein Kreter war, und daB die unbeschrinkte Aussage auch ihn treffen miBte. Also muB auch er gelogen haben,
weil er selbst als Liigner eingeschlossen ist. Wenn Epimenides die Wahrheit aussagte, kdnnen nicht alle Kre-
ter unentwegt gelogen haben, denn einer davon, Epimenides, hatte gerade nicht gelogen. Also muB Epi-
menides Aussage als falsch gelten, weil sie hier eine Ausnahme gefunden hatte. Das ist zundchst noch kein
Widerspruch, wohl aber ein paradoxer Sachverhalt. Der wird jedoch zur exakten Kontradiktion eo ipso, wenn
wir anders formulieren: , Dieser Satz, den ich gerade spreche, ist falsch”.
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1 Zitiert nach Curt Christian,
»Leben und Wirken Kurt
Gddels “. Monatshefte fitr Mathe-
matik 89, Springer Verlag, 1980,
S. 263.
Osterreich, insbesondere die
Zweite Rebublik, hat sich um
Gadel wenig gekilmmert. Yor
dem Zweiten Weltkrieg erhielt er
nur eine unbeamtete Privatdo-
zentur. Danach wurde ihin erst
1966 eine Honorarprofessur fiir
Mathematik an der Universitdit
Wien verliehen. Die politischen
Erfahrungen der 20er und 30er
Jahre und die Ignoranz des
mediokren akademischen Betrie-
bes nach 1945 verursachten eine
sehr kithle Distanz Gadels
gegenitber Osterreich.

2 Diese und die frithere Passage

aus einer Lobrede Von Neu-
manns anléfilich der Verleihung
des Albert-Einstein-Preises an
Gddel. New York Times, 15.
Miérz 1951, S. 31.
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Ein Brief Kurt Godels an Johann von Neumann in dessen Todesjahr 1956.

in: Michael Sipser. The History and Status of the P versus NP Queation, 24" Annual ACM STOC, 1992.

320

%

Godel ersetzte darin Falschheit durch die Unbeweisbarkeit und bemerkte dann, daB diese naheliegende
rormulierung , Dieser Satz ist unbeweisbar” gar nicht mehr antinomial ist, und er schickte sich an, dies (mit
finiten Beweismitteln!) zu zeigen. (Die Ersetzung von Wahrheit durch Beweisbarkeit ist und war sehr gangig,
besonders bei Intuitionisten wie Brouwer, weil man gerne den abstrakten, logischen Wahrheitsbegriff mit dem
menschennaheren, erkenntnistheoretischen Bégriff der Beweisfindung ersetzen wollte, wobei man haufig gleich
darauf kommt, diejenigen Wahrheiten als sinnlos auszuschalten, die nicht durch finite Beweismethoden
bewiesen werden kénnen.)

Godels Problem war nun zweierlei: Erstens muBte er den Selbstbezug, der in den Worten , dieser Satz”
angedeutet wird, einwandfrei in einem formalen System im Sinne von Frege, Russell und Hilbert darstellen.
In der Zahlentheorie spricht man nur Uber Zahlen und Funktionen dersefben, jedoch nicht tiber Formeln. Daher
muB erst eine Zuordnung von Zahlen zu Formeln und Folgen derselben festgelegt werden. Sodann muBte er
zweitens den Beweisbarkeitsbegriff selbst so genau prazisieren, daB er als exakter Gegenstand des formalten
Systems behandelt werden kann. Die Beweisbarkeit (als Satzbeziehung Uber die Satze des Systems) kann dann
auf Zahlen abgebildet werden und ergibt dadurch selbst wiederum einen zahlentheoretischen Satz.

In den weiteren Ausfiihrungen seines beriihmten Aufsatzes® von 1931 verwendete Godel keine mathe-
matisch besonders schwierigen Gedankengénge der Zahlentheorie. Er zeigte seine Meisterschaft vielmehr im
sprachlich-begriffiichen Aufbau der Beweiskonstruktion, vor allem in der Sicherheit seiner Behandlung der
Doppelbddigkeit” der Simultanschaltung von Begriffen auf der Objektebene (innerhalb des Systems) wie auf
der Metaebene.

Godelisierung

Dabei beeindruckte am starksten Godels zahlenmaBige Darstellungsmethode von Sétzen und Beweisen, die
ihrn zu Ehren seither , Godelisierung” genannt wird. Godels Unentscheidbarkeitsformel von 1931 bezieht sich
auf sich selbst, ist selbstreferentiell und selbstabbildend. Die Arithmetik bildet sich auf sich selbst ab (das heiBt
arithmetische Sachverhalte - Satze und Beweise — auf arithmetische Gegenstinde — Zahlen und Zahlfunktionen).
Das ist die Idee der Gadelisierung, und die erwies sich als geschichtsméchtig. Die Godelisierung geht so vor
sich, daB jedem Ausdruck eines formalen Systems eine Zah! zugeordnet wird, und zwar so, daB man die Zuord-
nung auch umkehrt, indem man fur jede Zahl berechnen kann, ob sie einer und wenn ja, welcher Formel sie
entspricht. Die Zuordnung kann auch so geschaffen werden, daB bestimmte Zahlen fir die Klasse der Beweis-
folgen von Satzen reserviert werden.

Bei der eindeutigen Zuordnung von Ausdriicken und Zahlen kamen Godel nun die Vorlesungen dber Zah-
lentheorie seines Lehrers Philipp Furtwéngler zugute. Es ist ja bekannt, daB Zahlen eindeutig in Primzahifak-
toren zerlegt werden kénnen, und diese Tatsache verwendete G&del folgendermaBen: Ein komplexer formaler
Ausdruck besteht aus einer Folge von Zeichen, denen gewisse Zahlen eindeutig zugeordnet sind. Diese wer-
den als Exponenten den Primzahlen (der aufsteigenden Primzahlenreihe) angefugt, und die sich daraus erge-
benden Primzahlenpotenzen werden miteinander multipliziert. Dadurch ist auch dem komplexen Ausdruck
eindeutig eine Zah! zugeordnet. Dieses Verfahren kann an einem einfachen Beispiel verdeutlicht werden. Man
nehme an, dem Individuumsnamen a wird die Zahl 3 zugeordnet, und das Pradikat P (etwa ,sterblich”)
bekommt die Gédelnummer 22 - 3° = 32.768. Diese Zuordnung ist nun eindeutig und erflit daher die vor-
gegebene Auflage, weil die Zahl 32.768 nur wieder in die Primzahlfaktoren 2° und 3° zerlegt werden kann,
und keinem anderen Ausdruck als Pa entsprechen kann.

Mit seinen Primzahlzuordnungen schaffte Gédel den Durchbruch, denn er hatte damit einen Code gefun-
den, der es erlaubte, insbesondere auch Beweisbeziehungen zwischen den Sétzen eines Systems innerhalb
des Systems (durch einen zahlentheoretischen Satz im System) représentieren zu kdnnen. Erst dieser Trick
erlaubt es, den Selbstbezug in dem Satz , Dieser Satz ist unbeweisbar” auch formal korrakt ausdriicken zu
kénnen. Dabei zeigte sich natirlich, daB dies nur maglich ist, wenn das formale System reichhaltig genug ist,
denn die Méglichkeiten der Kodifizierung miissen gegeben sein.

in: Gédel-Satz, Mébius-Schieife. C

Ich. Franz Kreuzer im Gespriich mit
Paul Watzlawick, Wermer Schimanovich, Eckehart Kshier, Paul Badura-Skoda und
‘Werner Lei Franz Deuticke Vertagsges.m.b.H., Wien 1986, S. 72-101.
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., Uber formal unenischeidbare
Sdize der Principia Mathematica
und verwandier Systeme I,
Monuatshefte fiir Math. u. Phys. 38
1931, S. 173-198. Fiir ein weite-
res Studium des Gédelschen
Beweises sei auf das Buch ,, Der
Géidelsche Beweis™ von Ernst
Nagel und James Newman, Wien
1964, hingewiesen, ebenso auf
den Besiseller . Godel, Escher,
Bach. Ein Endloses Geflochtenes
Band*“ von Douglas R. Hofstad-
er, Stuttgart 1985, und auf Werner
DePauli-Schimanovich, Peter
Weibel, ,, Kurt Gédel - ein matie-
matischer Mythos™, hpt, Wien,
1997, nach dem gleichnamigen
Film von 1986. Auf Initiative der
Schule Schimanovich wurde 1987
die internationale Kurt Godel
Sociery gegriindet, die ein Jahr-
buch herausgibr und alle zwei
Jahre ein Kurt Gédel Kolloguium
veranstaltet. ..The Foundational
Debate: Complexity and Con-
structivity in Physics*, als Buch
herausgegeben von W, DePauli
Schimanovich, E. Kohler. F. Stad-
ler; Kluwer, 1995.




