Werner DePauli-Schimanovich
' Peter Weibel

KllI't G()d€1 (1277)

EIN MATHEMATISCHER MYTHOS

5. 1— A6




,,er schit Lnt Godels unvo]lsfandlgkﬂtsg etz -der wichtigste ‘B
zur Log}.k zu sein, Seit sie durch Anstoteles creschaffen wurde

Halifax, Canada; Prof fur Ge§t 1 s
Hochschule f. angewandte Kunmst in Wi
. Gesamthochschule Kassel; Profi fir
§ Hochschule f. angew. Kinst in Wien
State University of New York at Buffal

fiir Neue Medien in Frarkfurt; t
Joanneum Graz; Kormmissar des Ostert:

ISBN 3-208-00865-5

R e TS b T By




Die Deutsche Bibliothek — CIP-Einheitsaufnahme

Kurt Godel : ein mathematischer Mythos / Werner
DePauli-Schimanovich ; Peter Weibel. — 1. Aufl. —
Wien : hpt, 1997

ISBN 3-209-00865-5

1. Auflage 1997
ISBN 3-209-00865-5

© Verlag Holder-Pichler-Tempsky
A-1096 Wien, Frankgasse 4

Alle Rechte vorbehalten.

Satz und Gestaltung: Production Management, Wien
Cover: M. Stumpauer, Wien, unter Verwendung von
Bildmontagen von Helmut Stadelmann

Druck: Adolf Holzhausen'’s Nfg., Wien

Editorial

Das Biichlein ,Kurt Gédel — Ein mathematischer My-
thos” entstand auf der Basis des Drehbuchs zum gleich-
namigen Film, welcher vom ORF (Osterreichischer
Rundfunk Fernsehen) im Dezember 1986 zum ersten
Mal ausgestrahlt wurde. Der Text des Drehbuches wur-
de mehrfach tiberarbeitet, aktualisiert, teils ergdnzt und
teils gekiirzt, neu strukturiert und neu formuliert, so
daf daraus letztendlich eine eigenstdndige Monographie
entstand.

Am Heranwachsen dieses Blichleins haben viele mit-

gewirkt, denen wir unseren herzlichsten Dank aus-
sprechen. Einige, die ganz wesentlich zur Entstehung

beigetragen haben, seien hier namentlich genannt:
Brigitte Gattermann, Eckehart Kohler, Gerald Opelt,
Erich Péhm, Ulli Rieger, Helmut Stadelmann, Martin
Stumpauer.

Besonders danken wir Herrn Peter Hindler fiir die erste
Bearbeitung des Manuskripts.

Das vorliegende Ergebnis zeigt Schnittpunkte von Philo-
sophie, Mathematik, Physik und Informatik (inklusive
Gebiete wie Wissenschaftstheorie, Artifizielle Intelli-
genz, Kognitivwissenschaft und Logik). Schon allein die

Vielfalt der betroffenen Disziplinen dokumentiert ein -
Thema von allgemeinem kulturellen Interesse. ,Mathe- .
matik ist unsere unsichtbare Kultur” war unser Motto

beim Versuch, das breite Spektrum darzustellen, das

durch die Leistungen Kurt Gddels neue Dimensionen er--

fahren hat.

Werner DePauli-Schimanovich
Peter Weibel

Wien, April 1997
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0. Mathematik —
unsere unsichtbare Kultur*

Beziiglich der Mathematik gibt es im wesentlichen nur
einen rational vertretbaren Standpunkt — némlich den

von Norbert Wiener, dem Begriinder der Kybernetik:

~Mathematik ist ein Teil unseres Kulturgutes, und wir-

haben die Aufgabe, unsere Mitmenschen in die Geheim-
nisse der Mathematik einzuweihen.?

Viele &uflere Erscheinungsformen unserer Kultur und
Zivilisation gehen in Wirklichkeit auf die Mathematik
zurlick. Jede Fabrik, wo Roboter und computerge-
steuerte Werkzeugmaschinen in den Fertigungsprozef
integriert sind, basiert auf einer jahrhundertelangen
Entwicklungsarbeit der Mathematik. Denn die Mathe-
matik als ,Grundlage des exakten Denkens in seiner
Anwendung auf die Naturerscheinungen”? bildet den
Grundpfeiler fiir Physik und Technik. Der Computer
stellt ein universales Werkzeug in der gegenwirtigen

Zivilisation dar, der ohne die Entwicklung Formaler -

Systeme in der Mathematik nicht so schnell gebaut hat-
te werden kdnnen. :

Im alltdglichen Umgang mit Computern wird meist-auf

das ideengeschichtliche Vorfeld der Informatik vergés—_ e
sen. Leute wie Gottfried Wilhelm Leibniz, Charles Bab-

bage, Kurt Gédel, Alan Turing oder Johann von Neu-
mann muften erst einen langen und oft miihevollen
intellektuellen Weg vorausgehen, ehe die ersten pro-
grammgesteuerten elektronischen Rechenmaschinen
entstehen konnten. Bemilhungen um eine Formali-
sierbarkeit sprachlicher Aussagen, wie sie in der Ge-
lehrtenschmiede ,Wiener Kreis” (dem temporér auch
Godel angehorte) unternommen wurden, entstanden




beinahe zeitgleich mit Norbert Wieners Forschungen
tber die Grundlagen der Mathematik und formalen Lo-
gik. Wieners Kybernetik — basierend auf Erkenntnissen
von Prozessabldufen in der Regelungstechnik — wurde in
ihrer Weiterentwicklung wiederum wesentlich mit-
getragen durch Heinz von Foerster und Warren
McCulloch. Vom Wiener Kreis Mitglied Rudolf Carnap
146t sich eine Spur verfolgen zu Herbert Simon und der
Artificial Intelligence. Manchmal sind dies ,nur Paralle-
len”, oft genug nachweisbare gegenseitige Beeinflussun-
gen, die besonders in der zweiten Halfte des 20. Jahr-
hunderts zu rasanten Verénderungen in beinahe allen
Lebensbereichen gefiihrt haben, und vielfach waren es
die neuen Erkenntnisse in Mathematik und Logik, die
diese Entwicklung ermdglichten. Diese Schaffung der
Vorbedingungen fiir die technische Umsetzung darf
nicht aufer acht gelassen werden — darin findet sich das

Bindeglied zwischen Vorstellungsvermdgen und Reali-

sierung. Kurt G3del ist gewissermaRen eine Inkarnation

dafiir. Dieses Biichlein soll daher nicht nur eine kurze

Biographie von Kurt Godel sein, sondern auch ein Bei-
trag zur neueren Kulturgeschichte, in deren inhaltliche
Gestaltung die Mathematik eingreift wie niemals zuvor,
auch wenn dies fiir viele &uferlich unsichtbar bleibt.

Portrait Godel (um 1930)

Gode! & Morgenstern
in den 50er Jahren

1. Der Mythos Godel

GOdels mathematische Entdeckung hat Auswirkungen
auf unser Selbstversténdnis als reflektierende Men-
schen. Die Erkenntnis der unendlichen Mdglichkeiten
unserer Intuition mit mathematischen Mitteln ver-
dnderte den Status der Mathematik und beeinflufRte
weite Bereiche unserer Kultur.

,Es besteht kein Zweifel dariiber, daf Gddel der groRte
lebende Logiker der Welt ist; ja Gelehrte vom Rang eines
Hermann Weyl und John von Neumann
haben erklért, daf er ohne Zweifel der

Wien niemanden, der an ihr gelehrt hat,

strahlt. (...) Einstein sagte einmal zu mir,
daf ihm seine eigene Arbeit nicht mehr
viel bedeute und daff er lediglich ins
Institutsgebdude kédme, um- das Privileg
zu haben, mit Godel zu Fufs nach Hause
gehen zu diirfen.”? ‘ :

grofte Logiker seit Leibniz, besser noch:
seit Aristoteles, ist. Es gibt wohl in-der - :
gesamten Geschichite der Universitat:

dessen Name den Godelschen iiber-.
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Dies schrieb der Wissenschaftler Oskar Morgenstern
1965 an den damaligen 8sterreichischen AuRenminister
Bruno Kreisky.

Zu dieser Zeit war Gédel in Europa dem allgemeinen
Publikum noch ziemlich unbekannt. Doch nach dem
Sensationserfolg der deutschen Ubersetzung* von
Douglas R. Hofstadters »G0del, Escher, Bach: An Eternal
Golden Braid” im Jahre 1985 wurde G&del auch im
deutschen Sprachraum und schlieRlich auch in Wien
von den kulturellen Kreisen zur Kenntnis genommen.

Das Buch von Douglas R. Hofstadter ist ein Muster-
beispiel fiir unsere Auffassung von Gddels grofer An-
ziehungskraft und seine Wichtigkeit fiir die kiinst-
lerische und geistige Entwicklung. Es zeigt, wie Gédels
mathematische Theorie mit den Ergebnissen aus der
Musik, der bildenden Kunst und der Artifiziellen Intelli-
genz zu einer allgemeinen Theorie der Kognition und der
schopferischen Tatigkeit verarbeitet werden kann. Wie
der Untertitel schon sagt, ist die zentrale These
Hofstadters, die geistige Aktivitit des Menschen als
Lendloses Band” zu sehen, als eine Mobiusschleife, als
ein Denken tiber das Denken iiber das Denken ... 5

Ahnlich wie Einsteins Entdeckung zu einer neuen Sicht
der Physik fiihrte, eréffnete Gédels These eine neue Per-
spektive auf die Grundbegriffe der Mathematik. Die
Frage nach der Relation zwischen Wahrheit und Beweis-
barkeit wurde von ihm mit neuen Werkzeugen beant-
wortet.

Nicht alles, was in der Mathematik wahr ist, kann auch
formal korrekt von ihr bewiesen werden. Dieser para-
doxe Sachverhalt, der einem Jjahrtausendealten Streben
ein jéhes Ende setzte, wurde von Gédel mit exakten ma-
thematischen Mitteln bewiesen. Es stelite sich heraus,
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e

Wahrheit = Wolken,
Beweisbarkeit = Berg

#4bt=c?

daf es wahre mathematische Satze gibt, die formal we-
der bewiesen noch widerlegt werden kdnnen.

Der deduktive Anspruch der Ma-
thematik, seit ihren griechischen -
Anféngen bei Euklid, verscharfte
sich zusehends in der Moderne.
Mit zunehmendem Bestreben
nach rationaler Begriindbarkeit,
insbesondere seit Descartes und
Pascal, wurden neue Formen der
Logik und Mathematik entwik-
kelt. Beide Denkbereiche wurden immer starker auf-
einander bezogen.

So entwickelte sich schlie@lich die Disziplin der ,mathe-
matischen Logik”, die besonders seit Leibniz und Boole
immer mehr zur vorherrschenden wurde. Mit Hilfe der
logischen Kalkiile wurde die Mathematik selbstbeziig-
licher und stringenter in ihrer Beweisfithrung. Aber
auch so konnten nicht alle alten mathematischen Pro-
bleme geldst werden; neue kamen hinzu, und die
Logifizierung fiihrte nolens volens auch dié alten logi-
schen Paradoxien in die Mathematik ein.

Im weiteren werden wir sehen, wie beide Entwi;klun— o
gen in den Theorien von Gédel zusammenkommen und

die entscheidende Rolle bei seiner Entdeckung spielen

werden.

Was bedeuten Wahrheit und Beweisbarkeit in der
Mathematik?

Der Pythagordische Lehrsatz liefert ein Beispiel fiir
einen wahren und zugleich formal beweisbaren Satz
der Mathematik: In einem rechtwinkeligen Dreieck
mit den Katheten a und b und der Hypotenuse c gilt:
a*+ b= :
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Die Wahrheit dieses Satzes ist fiir Jeden evident und wird
Schritt fiir Schritt und Argument fiir Argument unter-
mauert.

Wir nennen dies: inhaltliches SchlieRen oder Verifika-
tion.

Das bedeutet, daR wir uns an gewissen anschaulichen
Inhalten unseres Denkens orientieren. Diese Inhalte sind
Modelle, die wir uns von den Beziehungen zwischen den
Gegensténden unseres Denkens machen. Wahrheit ist
die ﬂbereinstimmung von S&tzen mit unseren Model-
len. Thre Verifikation ist die Konstruktion dieser (ber-
einstimmung durch eine Interpretation.® Dieser Prozef}
fihrt zu einer permanenten Verfeinerung der Modelle.

Wenn wir ein passendes Dreieck wiéhlen, das
kein rechtwinkeliges Dreieck ist, konnen
wir uns fragen, was geschieht, wenn wir
die Quadrate an den drei Seiten des Dreiecks
durch Wiirfel ersetzen. Kénnen wir dann ei-
nen &hnlichen Satz wie den Pythagoréischen

@+ b=

ist fiir alle ganz-
zahligena, b, und ¢
groBer 0 unmdglich!

Lehrsatz formulieren, soda gilt:

a’ + b = ¢, genau so wie vorher a* + b® = ¢2 7

Die vierte Dimension ist geometrisch nicht mehr an-

schaubar. Trotzdem formuliert der Mathematiker

die abstrakte Frage, ob es Dreiecke gibt, auf deren Seiten
man vierdimensionale , Wiirfel” aufspannen kénnte.
Der vierdimensionale Wiirfel wire eine Zahl, die vier-
mal mit sich selbst multipliziert wird.

Pierre de Fermat (1601-1655) gelangte 1637 durch die
Abstraktion des Pythagordischen Lehrsatzes auf belie-
bige Dimensionen zu der lange Zeit offenen Frage’:
Gibt es fiir jede beliebige natiirliche Zahl n grofser als 2
noch drei weitere positive ganze Zahlen a, b und ¢,
sodaf§ a" + b" = ¢ gilt?

BT

Der Mythos Gédel

Fermat behauptete, einen Beweis fiir die Widerlegung
dieser Mdglichkeit gefunden zu haben. Auf den Rand ei-
nes Buches {iber Diophantische Gleichungen schrieb er,

_daf er den Beweis zwar gefuhden habe, daf der Rand

des Buches aber zu schmal fiir diesen Beweis sei.

Obwohl diese Behauptung (der Nichtexistenz: einer
ganzzahligen positiven Losung obiger Gleichung) {iber
300 Jahre unbewiesen blieb, war die mathematische
Gemeinschaft stets von deren Richtigkeit tGberzeugt.
Man nannte sie den ,groféen Fermat” und behandelte sie
wie einen bewiesenen Satz. Erst in jlingster Zeit gelang
es, Fermats Vermutung tatsachlich zu beweisen.

Ahnliches gilt fiir die Goldbachsche Vermutung. Chri-
stian Goldbach (1690-1764) behauptete 1742, daf jede
gerade Zahl grofer 4 die Summe zweier ungerader
Primzahlen sei. Diese These konnte bis heute weder be-
wiesen noch widerlegt werden und dennoch wird sie als
wahrer Satz angenommen.

Wir werden in spéteren Zusammenhéingeh noch weite-
re Widerspriichlichkeiten kennenlerrien, bei denen es —
dhnlich wie bei Godel — um die Beziehung mathema-
tischer Intuition und formaler Beweise bzw. um das

Verhdltnis zwischen formaler Beweisbarkeit und der

Gultigkeit ihrer Aussagen geht..

Die von Gdel konstruierte Aussage der Zahlenthe-_ofie ,-_ 

wir nennen sie Gédel-Formel G — hat, wenn auch in ei-
nem anderen Bereich, einen dhnlichen Status wie die
Goldbachsche Vermutung: diese ist zwar als wahr ak-
zeptiert, ist aber unbewiesen —jene gilt als wahr, ist aber
unbeweisbar. Der Godel-Satz G ist nicht identisch mit
Godels berithmtem Beweis, in dessen Zuge die Formel G
erst entwickelt wurde, und der ihre Unbeweisbarkeit
und Wahrheit aufzeigt. . -
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Nach diesen Ausfiihrungen erhebt sich die wichtige Fra-
ge: Was ist {iberhaupt ein Beweis? Der »grofée Fermat”
z.B. liegt jenseits der geometrischen Anschauung. Fiir
einen Bewels bendtigt man daher abstrakte Schlufi-
formen, die sich im Laufe der letzten beiden Jahrtau-
sende als stillschweigende Konventionen herauskristal-
lisiert haben.

Der Beginn der formalen Entwicklung dieser Schlufi-
weisen liegt fir unsere Breitengrade bei Aristoteles, der
sie als erster systematisierte. Die entscheidende Ent-
wicklung aber brachten die bereits erwahnten Bestre
bungen der modernen mathematischen Logik - ins-
besondere die Formulierungen von Guiseppe Peano.

In den letzten Jahren des 19. Jahrhunderts axio-
matisierte Guiseppe Peano (1858-1932) die Zahlen-
theorie und minimierte die Axiome, sodaf einerseits kei-
nes von ihnen redundant war, aber andererseits die
Zahlentheorie aus ihnen ableitbar war. Er und kurz da-
vor Gottlob Frege (1848-1925) explizierten Schluf-
weisen, die fiir die Mathematik entscheidend und mafd-
gebend werden sollten.®

Alle drei wichtigen mathematischen Richtungen: Logi-
zisten (Frege, Russell und Carnap), Formalisten (Hilbert,
Bernays und von N eumann) und Intuitionisten
(Brouwer, Heyting und Weyl) gingen entweder als Kri-
tiker oder als Befiirworter einer derartigen Axiomatik in
die Geschichte ein.

Mit Hilfe dieser Theorfe konnte man von den evidenten
Grundwahrheiten zu héheren Wahrheiten aufsteigen,
von diesen zu noch komplexeren Erkenntnissen und so
fort. In einem solchen Formalen System werden die
mathematischen Sitze genauso wie die Figuren beim

14
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Schachspiel auf Grund von Spielregeln behandelt. Die
Mathematik wurde systematisiert. :

Seit Euklid hatte man gehofft, daf anschaulich Gegebe-
nes auch formal in einem Regelsystem bewiesen werden
kénne. Euklid axiomatisierte die Geometrie seiner Zeit.
Nicht zufalligerweise zeigte sich im Parallelenaxiom,
das den Begriff der Unendlichkeit einfiihrte — also nicht
anschaulich gegeben war —, das Problem der strengen
Beweisbarkeit abstrakter Termini. Erst 2000 Jahre spé-
ter konnte eine Losung gefunden werden, und diese war
{iberraschenderweise verschieden von der erhofften. Der
nicht-euklidsche Raum wurde entdeckt.

Gegen Ende des vorigen Jahrhunderts suchte die
vorherrschende Stromung der mathematischen Grund-
lagenforschung den intuitiven Begriff der Wahrheit
durch den formalen Begriff der Beweisbarkeit zu erset-
zen. Bis zu Godels Theorem fielen Wahrheit und Be-
weisbarkeit, Falschheit und Widerlegbarkeit, Unbe-
stimmtheit und Unentscheidbarkeit zusammen

Erst Godel zeigte, daf es inhaltlich
erschlossene Wahrheiten -gibt, -die
mit dem Standardregelsystemi der
Mathematik nicht bewiesen wer-
den konnen. Insofern ist Wahrheit
umfangreicher als ngeisbarke_it: N
Es gibt mehr Wahrheiten als be- -
weisbar sind. Da jedoch die Beweis-
barkeit besser intersubjektivierbar
und nachvollziehbar ist (ja sogar mechanisierbar), kén-
nen wir auch sagen, daR Wahrheit schwacher als
Beweisbarkeit ist, jedenfalls bezogen auf Genauigkeit,
Klarheit und Uberzeugungskraft. ’

Die Beweisbarkeit aber bildete die Grundlage der Mathe-
matik und der Naturwissenschaften. Wenn nun nipht

15
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alle Wahrheiten beweisbar sind, ist es daher offensicht-
lich, da die Resultate der G&delschen Forschungen
weittragende Auswirkungen zeitigen mufiten.

Ein zeitgendssisches Puzzle wie das ~Partyproblem”
veranschaulicht diesen Sachverhalt: Wie viele Personen
mindestens mufl man zu einer Party einladen, damit
entweder drei von ihnen einander von friher kennen,
oder damit drei andere einander paarweise nicht ken-
nen? Die Antwort ist 6 Personen.

Eine Verallgemeinerung dieses Problems und seiner Ant-
wort auf unendliche Bereiche 148t sich aus kombinatori-
schen Uberlegungen inhaltlich als wahr beweisen, nicht

aber formal innerhalb des Standardsystems der Zahlen-
theorie. ®

Der tiefere Grund fiir diese Vorgénge liegt in der
Moglichkeit, immer neue Formen des inhaltlichen
SchlieSens zu kreieren. Daf sich aber dieser Fragen-
komplex so verdndern konnte, liegt zum einen an den
immer abstrakter werdenden mathematischen Theo-
rien, zum anderen an den strengeren, exakteren An-
spriichen, die man an die Giltigkeit von Beweisen stellt.
S0 wurde die intuitive Erkenntnis oft zugunsten der
formalisierbaren Beweisbarkeit geopfert. Die Tatsache,
daf® GSdel an der Intuition als Quelle des Wissens fest-
hielt, trug viel zu seiner Entdeckung bei.

Den Standpunkt, da lebendiges, mathematisches Den-
ken nicht durch einen permanenten Formalisierungsakt
eingezwéngt werden soll, hat Luitzen Egbertus Jan
Brouwer (1881-1966), der Begriinder des Intuitio-
nismus, vertreten. In seinen beiden Vortrdgen™ an der
Wiener Universitit am 10. bzw. 14. 3. 1928 hat er seine
Kritik {iberzeugend vorgebracht. Brouwers Vortrége
~Mathematik, Wissenschaft und Sprache” bzw. ,Die

16
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Struktur des Continuums” bildeten eine wichtige An-
regung fiir Godels Gedankenwelt. Im gleichen Jah.r be-
gann Godel seine systematischen und folgenr‘ellc}»‘len_
Mathematikforschungen.

Iny der Relation der mathematischen Grundlagenfor-
schung zur Technologie des Computers entstanden neue
Fragen:

Das Verhéltnis von Intuition und Beweis widerspiegelte
sich in der Frage der Beziehung von Mentalismus und
Formalismus, Denken und Mechanik, kurz, in der Flja—
ge nach der Moglichkeit der Mechanisierbarkeit des Gei-
stes. Denn die Computer sind ja die physikalischen Rea-
lisierungen der Formalen Systeme der Logik.

Die formale Beweisbarkeit mathematischer Satze steht
in direktem Zusammenhang mit der Frage nach der
Moglichkeit der Berechenbarkeit menschlichen Denkens.
Der Gddelsche Beweis wirft daher eine vergleichbare Be-
schrankung auch fir aktuelle Probleme der Forschung
der Artifiziellen Intelligenz aL1f.

-

Die Artifizielle Intelligenz ist eine neue Wissenschaft, die
besonders durch den Bau von schnellen und leistungs-
fahigen Rechnern bedeutsam wurde. * Sie will unter an-
derem die mentalen Prozesse des Menschen nachahmen.
Beispielsweise werden folgende Fragen be.hande-lt’:
Kénnen Computer Bewuftsein haben? -

Kénnen Maschinen auch denken?

Inwieweit kdnnen Maschinen Bilder und Szenen aﬁaly—
sieren?

Kdnnen Computer Sdtze verstehen?

Kdnnen Computer beliebige mathematische Wahrheiten

beweisen?

17
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Flr all diese Fragen glaubt man im Godelschen Beweis
eine Anndherung an die Wahrheit zu finden, da dieser
philosophische Interpretationen zuldBt, welche die
Grenzen von Mensch und Maschine zu erkldren schei-
nen. "

Eben weil Gddels Theoreme im Kleid mathematischer
Strenge formuliert sind, sind sie ein préziseres Instru-
ment fiir die Behandlung abstrakt-spekulativer Fragen
als die traditionelle philosophische Betrachtungsweise.

Man steht vor dem Tor zu den letzten Dingen und hat
mit Godels Beweis scheinbar einen Schliissel zur Hand,
um den Nebel davor zu lichten. Daraus resultiert die
mythische Anzichungskraft des Godelschen Satzes.

Aber auch auf anderen Gebieten zeichnete sich Kurt
Godel aus. So leistete er z. B. einen sehr wichtigen Bei-
trag zur Mengenlehre, einem der meist gefeierten Zwei-
ge der Mathematik des 20. Jahrhunderts. Er konnte zei-
gen, daft das ,Auswahlaxiom” und auch die
»Kontinuumshypothese” konsistent mit den Axiomen
der Mengenlehre sind.

Friih angeregt durch seinen Wiener Lehrer Hans
Thirring (1888-1976) und motiviert durch die
lange Freundschaft mit Albert Einstein (1879-
1955), beschéftigte sich Gddel in den 40er und
50er Jahren auch mit Kosmologie. Er berechne-
te eine neue Losung der Einsteinschen Feldglei-
chung der allgemeinen Relativitatstheorie (vgl.
dazu Kapitel 10).

In Godels Universum ist eine Zeitreise in die
Vergangenheit moglich, wenn der Zeitreisende
sich aus dem lokalen Bereich herausbewegt.

Hans Thirring

Dies’ ware aber nur mit tberdimensionalen Raketen
moglich, in denen man beinahe ganze Planeten ver-
feuern muite.

Eine solche Zeitreise stellt einen alten
Wunschtraum der Menschheit dar,
der auch im Science Fiction Roman
von H. G. Wells ,Die Zeitmaschine”
zum Ausdruck kommt. ,Die Riick-
kehr der Zeitmaschine” von Egon
Friedell, einem der Lieblingsschau-
spieler Godels (aus der Zeit, als er
noch das Theater in der Josefstadt besuchte), stellt eine
Parodie auf Wells’ Buch dar.

Durch die Vorstellung der Mdglichkeit einer derartigen
Reise wird die kausale Struktur des Universums in Fra-
ge gestellt. Lokal bliebe sie natiirlich erhalten. Aus die-
sem Grund hat Godels Losung der Einsteinschen
Feldgleichung die Kausalitatsdebatte unter einer néeuen —

der kosmologischen — Perspektive wieder angefacht.
Wahrend diese schon frither — als Resultat der Quanten- .
theorie — verschérft gefiithrt wurde, fligte Godel mit sei- )

nen Forschungsresultaten neue Dimensionen der Zeit
hinzu. #

Dies fithrte zu einer Prizisierung-der Diskussion. Das -

Eingreifen in eine Kausalkette ist natiirlich nur dann
mdglich, wenn das Ergebnis nicht seine eigene Ursache

zerstort. (Ein Beispiel fiir einen unméglichen Hand- )

lungsablauf wire eine Person, die durch die Reise in die

Vergangenheit ihr eigenes Leben verdndern wiirde.)

In diesem Sinne kdnnte man sagen: Zeitreisen finden
Jjenseits der Kausalitdt statt. Zeitreisende kénnen uns
nur als ,Geister” erscheinen.
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Vielleicht waren solche Uberlegungen sogar Ausléser
dafiir, da G&del sich in den letzten Jahren seines Lebens
flr die Literatur tiber Geister und Démonologie interes-
siert hat.

Bevor wir genauer auf die einzelnen Forschungsergeb~
nisse Kurt Godels eingehen, starten wir im folgenden
Kapitel eine , Zeitreise” in die Vergangenheit Gédels und
kehren zuriick an den Ort seiner Jugend.

2. Kindheit und Jugend

'Der multikulturelle Hintergrund der &sterreichisch-

ungarischen Monarchie, aber auch dié spezifische jahr-
hundertealte Tradition der Kabbala, mit ihrer mysti-
schen Sehnsucht und ihren exakten Analysen, sind
wichtige Faktoren in der Geschichte der Familie Godel in
Briinn, einer Stadt, der u.a.-Ernst Mach, Gustav
Meyrink und Adolf Loos entsprangen.

Seine Kindheit verbrachte Kurt Godel in Briinn, das um
die Jahrhundertwende eine der Prunkstadte der Monar-
chie war. Briinn, die Hauptstadt M&hrens, war damals
mehrheitlich eine deutschsprachige Stadt.

Die Monarchie, ein Vielvolkerstaat, der ghnlich wie das
Commonwealth regiert wurde, litt zu dieser Zeit bereits
schwer am Nationalitdtenproblem. Die Wurzeln dieses
brisantesten politischen Konfliktes reichten bis ins 14.
Jahrhundert zurlick. Die ungarische Slowakei rieb sich
nicht nur sprachlich mit den Tschechen und der
deutschsprachigen Gruppe, auch mit Mhren und Boh-
men, wo die deutschsprachige Bevtlkerung dank des
osterreichischen Herrschaftsgeschlechts bedeutenden
Einfluf hatte, gab es zunehmend Zwistigkeiten. Die
deutschsprachige Gruppe war aber selbst in sich poli-

tisch gespalten. Wahrend ein Teil die Anngherung-an’-

Deutschland suchte, orientierte sich der andere Teil an
Osterreich, das damals noch die Fahrungsmacht im
stiddeutschen Raum war.

Gleichzeitig hatte dieser Vielvolkerstaat einen ,Culture-
Clash” bewirkt, der fr die EntWickIﬁhg der gesamten
Monarchie dufSerst fruchtbar war. Dabei spielten Béh-
men und Méhren, Prag und Briinn, eine zéntrale Rolle.
Thre grofse geistige Tradition reichte von der Mystik
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Jakob BShmes (1575-1624) bis zur scharfen Analytik
eines Ernst Machs (1838-1916), der zum Urvater der
analytischen Wissenschaftsphilosophie des Wiener Krei-
ses wurde.

Franz Kafkas (1883-1932) Empirie der Entfremdung
und Gustav Meyrinks (1868-1932) Erfindung des ,Go-
lem" als kabbalistische Schopfung kiinstlicher Intelli-
genz setzten die Tradition kabbalistischer Mystik fort.

Andere berithmte Persénlichkeiten aus Briinn und des-
sen Umgebung waren: Gregor Mendel (1822-1884), der
Entdecker der genetischen Gesetze, und die Architek-
ten Josef Hoffmann (1870-1956) und Adolf Loos
(1870-1933). Hoffmann gehdrte zu den Begriindern
der Wiener Werkstatten (eine Form des Art Deco). Loos
hingegen verfocht eine ornamentlose, kiihle, konstruk-
tivistische Bauweise, welche das ,Bauhaus” antizipierte.

&

Briinn - Altstadt

Kindheit und Jugend

Gustav Handschuh
und Rosita Bartl

Wer an die Wichtigkeit des kulturellen Milieus fiar die -

Entfaltung einer Begabung glaubt, kann in dieser Tradi-
tion der minutidsen Analyse und der gleichzeitigen my-
stischen Sehnsucht nach Uberwindung menschlicher
Grenzen die idealen Voraussetzungen fiir die geistige
Entwicklung des jungen Godels sehen. ™

Das reich von Ideen geséttigte Klima wurde durch einen
rapiden industriellen Aufschwung, insbesondere in der
Textilindustrie, die hauptsdchlich in der Hand -der
deutschsprachigen Bevdlkerung war, ermoglicht. (Auch
Kafkas Vater war in dieser Branche tétigA)

Die wohlhabenden Industriellen wohnten in den Vil-
lenvierteln, wo der Jugendstil bevorzugt wurde. Aber.
wie alle schnell zu Reichtum gekommenen Stadte, hatte
Briinn auch seine Schattenseiten: Elendsviertel, wo billi-
ge Arbeitskrifte und Dienstboten — meist tschechischer
Herkunft — wohnten.

In -der Mitte des - 19.
Jahrhunderts zog Gu-
stav Handschuh, der
Grofsvater Kurt Godels,
in diese aufstrebende

Stadt. Er kam ausdern

Rheinland, wo. ¢r - als
Weber gearbeitet hatte:

Er machte Karriere in

der Textilindustrie bei der Firma Scholler in der Zeile 48
(heute Bratislavska). Seine sehr traditionsbewuf3te Frau,
geborene Rosita Bartl, stammte aus der deutschen
Sprachinsel Iglau.

Die Grofieltern Handschuh lebten in der Béckergasse 9

(Pekorska), im zweiten Stock eines typischen Bieder-
meierhauses mit Innenhof und offenen Gangen, wo sich
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die Nachbarn am Abend zum Plaudern
trafen.

Hier wuchs auch ihre Tochter Marian-
ne (1879-1966) auf, die spéter die
Mutter von Kurt Gédel werden sollte.
Sie hatte noch eine Schwester und zwei
Brider. Im selben Haus, im ersten
Stock, wohnte der ebenfalls in Briinn
geborene Rudolf Gédel (1874-1929),
der spdtere Vater von Kurt Gddel, bei
seiner Ziehmutter, der Tante Anna.

Der véterliche Teil der Familie kam aus Osterreich. ' Die
Eltern von Rudolf Gédel stammten aus Wien, wo sie
sich auch vorwiegend aufhielten. Nach dem (mutmafi-
lichen) Freitod seines Vaters wurde Rudolf Gd6del von
Wien endgiiltig zur Tante Anna gebracht. Die GroRel-
tern Handschuh hatten guten Kontakt zu Tante Anna.
Oft wurde gemeinsam musiziert und Theater gespielt.
So haben sich Marianne und Rudolf bereits friihzeitig
kennengelernt.

Bald nach der Hochzeit bezog das Jjunge Ehepaar eine
Wohnung in der Gomperzgasse 15

(Bezrucova), wo 1902 der erste Sohn,

Rudolf, geboren wurde. Spiter {iber-

siedelten sie zuriick in die Strage ihrer

Kindheit, in die Bickergasse Nr. 5

(Pekorska), gleich neben dem Haus

Nummer 9, wo die Grofeltern Hand-

schuh und Tante Anna wohnten.

In diesern Haus hat am 28. 4. 1906 der
Genius Mathematicus Kurt Friedrich
Gddel das Licht der Welt erblickt.

Kurt mit Puppe und

Rudolf mit Reifen
Marianne und Rudolf

Godel sen.

Baby Kurt, neben

Bruder Rudolf Familie Gode!

Rudolf Godel {iber seinen Bruder:

,Es war ein harmonisches Familienleben. Ich
verstand mich mit meinem Bruder sehr gut
und ebenso wir beide mit unseren Eltern. Im
Alter von etwa 8 Jahren hatte mein Bruder
einen schweren Gelenkrheumatismus mit
hohem Fieber, und seither war er etwas
hypochondrisch und bildete sich ein, einen
Herzfehler zu haben, was aber medizinisch
nie nachgewiesen wurde.” '

Kurt Godel war im allgemeinen ein gliickliches, aber
schiichternes Kind. Er war empfindsam und wurde we-
gen seiner grofien Neugierde ,Herr Warum” genannt.

Vor Beginn des Ersten Weltkrieges zog die Familie Gddel
von der Backergasse in eine eigene Villa in der Spielberg-
gasse 8a (Pellicova). Wie Grofivater Godel hat auch Vater
Godel in der Textilindustrie Karriere gemacht und wurde
bei der groflen Fabrik Redlich in der Strassengasse
(Hybesova/Vaclavska 42—44) Teilhaber und Direktor.
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Das Einkommen eines Fabrik-
direktors gestattete Rudolf
Godel sen. und seiner Familie
einen hohen Lebensstandard.
So fuhren sie z. B. einen der er-
sten Chryslers. Die Villa, in der
sie wohnten, besald einen aus-
gedehnten Garten mit Garten-
hduschen am siidlichen Hang
des Spielbergs (hrad spilberk).

Mit dem Fernrohr konnten die Kinder vom Dachboden
aus die Steinverzierungen am gotischen Dom zu St. Pe-
ter und Paul sehen. Bei klarer Sicht konnte man bis an
die Grenzen von NiederGsterreich schauen und die vom
Bahnhof nach Wien abfahrenden Ziige beobachten. In
der anderen Richtung blickten sie von den Fenstern der
Villa auf das bertichtigte Geféngnis am Gipfel des Spiel-
bergs.

Mit sechs Jahren trat Kurt
Godel in die evangelische Pri-
vatschule ein. Von 1916 bis
1924 war er ein HuBerst
begabter und strebsamer
Schiiler am deutschen Staats-
realgymnasium in der Stras-
sengasse (Hybesova). Er hat-
te von der ersten Klasse
Volksschule bis zum Ab-
schlufl des Realgymnasiums
fast nur Einser.

Rudolf Gddel {iber seinen Bruder:

»Er war ein ausgezeichneter Schiiler, der anfangs an
Sprachen, spdter an Geschichte und noch spéter an Ma-

26

Garten mit
Gartenhduschen

Deutsches Staatsreal-
gymnasium in Brinn
(links)

Kindheit und Jugend

Bruder Rudolf

Mutter Godel

thematik interessiert war. Auf Latein-
schularbeiten hatte er immer die beste
NOte.” 18

Mit 14 erwachte sein Interesse fiir Mathe-
matik und Geometrie; mit 16 studierte er
bereits Kant, den er fiir seinen eigenen Weg
als wichtigen Beginn ansah.

.Nach dem Krieg waren wir mehrmals mit

meinem Bruder in Marienbad, und ich erin-

nere mich, daft wir einmal gemeinsam die

Goethe Biographie von Chamberlain gelesen
haben. Und er hatte sich mehrmals besonders fiir die
Farbenlehre Goethes interessiert. Das ist auch ein Grund
flir seine naturwissenschaftlichen Interessen. Auf jeden
Fall bevorzugte er Newtons Analyse des Farbspektrums
vor der Goethes.”'?

Zu seiner Mutter hatte Kurt Godel ein enges Verhéltnis:

»Mit seiner Mutter hat er sich besonders gut
verstanden, sie spielte ihm oft am Klavier
seine Lieblingsmelodien (leichte Musik) vor.

Wenn ich mit meinen Eltern 's_pa‘zierenging,_-b )
blieb er oft lieber mit einem Buch zu Hau-

20

Se.

Seine Liebe zur leichten Musik erhiclt Kurt
Godel sich Zeit seines Lebens und zog die
Walzer von Strauf der Musik Bachs oder
Wagners vor.

»Er konnte die Natur bewundern, aber eine richtige Lie-
be zur Natur, wie sie unsere Mutter im hohen Maf3 be-
safs, zeigte er kaum. Wenn auch mein Bruder sich viel-
leicht etwas weniger eng an die Familie anschlo und
frither eigene Wege ging, so war er besonders in den
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spéteren-Jahren, als er etwas kranklich war, Mutters
besonderes Sorgenkind”.2!

Nach dem Zusammenbruch der Monarchie, als Folge
des ersten Weltkrieges, hatte die deutschsprachige Mi-
noritdt im neuen Nationalstaat einen schweren Stand
und mufite sich entweder zum Slawentum bekennen —
um der Diskriminierung zu entgehen — oder sich fiir
Osterreich bzw. Deutschland entscheiden.

Obwohl die beiden Briider ein bifchen tschechisch in der
Schule gelernt hatten, waren sie durch ihre Herkunft fiir
eine Hinwendung zur deutschsprachigen Kultur préde-
stiniert. Statt Prag wihlten sie deshalb Wien als
Studienort. .

28
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3. Studium in Wien

Die Zwischenkriegszeit stellte einen der Hohepunkte
kultureller Originalitdt Wiens dar. In diese Stadt des’
Wiener Kreises, der Psychoanalyse, der Zwélftonrnusik,
der Sprach- und Gesellschaftskritik von Karl Kraus und
Ludwig Wittgenstein {ibersiedelte Kurt Godel im Jahre
1924.

Auf Grund ihres gehobenen sozialen Status war es der
Familie G6del mbglich gewesen, sowohl die Katastrophe
des 1. Weltkrieges wie auch dessen Folgewirkungen zu
vermeiden bzw. zu liberwinden.

Trotz der politischen, sozialen und 6konomischen Un-
ruhen der Zwischenkriegszeit in den noch nicht gefe-
stigten Nationalstaaten Tschechoslowakei und Deutsch-
Osterreich konnte die Familie Godel ihr normales, ruhi-
ges Leben wohletabliert weiterfiihren. Solange der Vater
noch am Leben war, konnte er den Sohnen ein sorgen-
freies Studium ermdglichen.

1920 ging Rudolf Gédel nach Wien, um an der Univer- :
sitdt Medizin zu studieren.

Alle meine Lehrer oder Priifer waren jé weltberithmte
Leute: Der Internist war Wenckebach, der Chirurg war
Eiselsberg, der Kinderarzt war der Birkee,. Neurologe .
war der Wagner-Jauregg, also tatsichlich ein Mann'

naa

grofer als der andere.” >

Vier Jahre spéter, im Herbst 1924, folgte Kurt Godel sei-
nem Bruder nach. Die erste Wohnung, in der er bis April
1927 gemeldet war, befand sich in der Florianigasse 42,
im 8. Wiener Gemeindebezirk. Der reich begabte junge
Mann aus einer wohlsituierten Familie kam in ein du-~
Rerst fruchtbares kulturelles Milieu.

29
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Der junge Godel inskribierte zuerst Mathe-
matik, Physik und Philosophie. Urspriing-
lich wollte er theoretische Physik studieren.
Er besuchte die Vorlesungen Hans Thirrings,
die im groRen Horsaal flir theoretische Phy-
sik in der Strudelhofgasse 4 im 4. Stock
stattfanden. Im selben Gebiude war auch
das mathematische Institut untergebracht.
Erst nach zwei Jahren — ab 1926 — konzen-
trierte sich Godel auf Mathematik als
Hauptfach. Seine Lehrer am mathema-
tischen Institut waren: Hans Hahn (Griin-
dungsmitglied des Wiener Kreises), Karl Menger (der
; Sohn des berlthmten National-
6konomen Carl Menger), Philipp
Furtwéngler (der Cousin des Diri-
genten) und Wilhelm Wirtinger.

Prof. Edmund Hlawka iiber Kurt
Godel:

.Er war natiirlich am starksten
beeinflufdt von Hans Hahn und Karl
Menger. Er hat deren Vorlesungen
Uber Mengenlehre und Reelle Funk-
tionen besucht. Auch die Vorle-
sungen iiber Zahlentheorie von
Furtwangler hat er besucht. Und das
war ja, glaube ich, fiir ihn die An-
regung, die Methoden der Zahlen-
theorie auf die Logik anzuwenden.
Eben die Satze der Logik und der Ma-
thematik durch natiirliche Zahlen
abzubilden, was man heute die
Godelisierung nennt”.

30

Kurt Gddel im Alter
von 20 Jahren

Hans Hahn

Philipp Furtwangler

Wilhelm Wirtinger

Studium in Wien

Karl Menger

Seine bedeutendsten Lehrer in Philosophi¢ waren Moritz

Schlick, Heinrich Gomperz (der Sohn des berithmten
Altphilologen) und spéter auch Rudolf Carnap. Sie hiel-
ten ihre Vorlesungen im Hauptgebdude der Universitat
Wien.

Viele seiner Lehrer waren Mitglieder des Wiener Kreises.
Bereits wihrend des Studiums fand Godel Anschlufs an
den Wiener Kreis und beteiligte sich ab 1926 regelmafig
an den Sitzungen. Ab Oktober 1929 besuch-
te er oft Karl Mengers Kolloquien, die im
Zeichensaal des mathematischen Institutes
stattfanden. Als duferst intensiver Teilneh-
mer hatte Godel damals seine produktivste
und lebhafteste Zeit. Er traf dort viele
Fachgelehrte und Kollegen, wie z.B. Alfred
Tarski, Johann von Neumann und Abraham
Wald. Karl Menger, der Herausgeber der ,Er-
gebnisse eines mathematischen Kolloqui-
ums”, machte Godel — neben Georg Nébeling
und Franz Alt — bald zum Mitherausgeber.
G&del selbst publizierte zu dieser Zeit unge-

ren von 1929 bis 1937.

In den Kolloquienkreisen galt Godel als auRerordentliche
Begabung. Seine Gesellschaft wurde gesucht, und er

fiihrte noch ein offenes gesellschaftliches Leben®?, wih-- -

rend er sich spdter in den USA so gut wie génzlich aus
der Offentlichkeit zuriickzog.

Von Oktober 1927 bis Juni 1928 wohnte Godel in der
Wéhringerstrae 33. Im selben Haus befand sich das
,Café Josefinum”, das er oft mit seinen Kollegen vom
Wiener Kreis besuchte. In der Langegasse 72 wohnte
Gddel von Juli 1928 bis November 1929 in einer ge-
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wohnlich viel: dreizehn Artikel in den Jah-
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rdurnigen Wohnung, die eigentlich fiir seine Eltern vor-
gesehen war, wenn diese einmal die Absicht hatten,
nach Wien zu kommen.

Schrig vis-a-vis von seiner Wohnung lebte
seine spatere Frau Adele Nimbursky, die zu
dieser Zeit noch mit einem Photographen
verheiratet war und im Vergniigungslokal
LNachtfalter” am Petersplatz 1, im ersten
Bezirk, auftrat. Wahrend der Arbeit an sei-
ner Dissertation ist Kurt Gédel wahrschein-
lich der attraktiven Adele in der Langegasse
zum ersten Mal begegnet.

Nachdem Go&dels Vater am 23. 2. 1929 im
Alter von 54 Jahren starb, {ibersiedelte seine
Mutter nach Wien.

,Damit brach flir uns alle, besonders aber fir unsere
Mutter, eine ganze Welt zusammen. Sie war monate-
lang in einem Zustand, der das Schlimmste befiirchten
lieR. So konnten wir sie unmdglich allein in Briinn las-
sen — die Villa mit dem Garten wurde vermietet, und
unsere Mutter, mein Bruder und ich bezogen eine grofte
Wohnung in der Josefstadt, dem Arzteviertel von
Wien”.2¢

In der Josefstddterstrafe 43 wohnte die Familie Godel
bis November 1937. Diese Familienwohnung ist der
wissenschaftlichen Gemeinschaft noch am ehesten be-
kannt. Hier verfaite Kurt Godel zwischen 1929 und
1937 seine beriihmten Schriften; von hier aus korre-
spondierte er mit Mathematikern aus aller Welt: Ernst
Zermelo in Freiburg, Jacques Herbrand in Paris, Oswald
Veblen in Princeton, Paul Bernays in Ziirich und Johann
von Neumann, dem Weltblirger.

32

Adele Nimbursky

Studium in Wien

Maria Cebotari

)

* Unter Anleitung der gebildeten Mutter pflegte die Fami-

lie GBdel einen intensiven Umgang mit der biirgerlichen
Kultur. Mutter und Séhne hatten u. a. ein Abonnement
im Theater in der Josefstadt. Die Josefstadt war eine
chemalige Vorstadt Wiens, die anlaBlich der Krénung
von Kaiser Josef I ihren Namen erhielt. Adel, Klerus und
das wohlhabende Burgertum errichteten hier ihre Palais,
Kirchen und noblen Biirgerhiuser. '

Zu Godels Lieblingsautoren gehorten Johann Wolfgang
von Goethe, Franz Kafka, Erich Késtner, Stefan Zweig,
Arthur Schnitzler, Franz Werfel und Heimito von
Doderer.

In der Musik schétzte Kurt Godel die italieni-
sche Oper, die Wiener Operetten von Johann
Straufs und die Opern von Richard Strauss.
Besonders verehrte er die S&ngerin Maria Cebo-

abscheute er.

Die Lieder, die er gern horte, waren aus-dem
Repertoire der damaligen ,leichten” Musik:‘
»Am Brunnen vor dem Tore”, ,Oh, mein Papa”,
die ,Barcarole” aus ,Hoffmanns Erzéhlungen”
von Jacques Offenbach. Thm gefielen aber auch

amerikanische Schlager wie ,Harbour Lights” oder s The .
‘Wheel of Fortune”. B s

In der Bildenden Kunst bevorzugte Godel den Surrealis-

" mus und die Abstrakte Kunst. So oft er spéter nach New

York kam, besuchte er das Museum of Modern Art.

tari. Sebastian Bach und Richard Wagner ver-.




4. Der Wiener Kreis

Alle Lehrer Godels waren bedeutende Mitwirkende in
den wissenschaftlichen Diskussionen ihrer Zeit, und
viele waren Mitglieder des Wiener Kreises, dessen
Wichtigkeit in der Modernisierung philosophischer und
erkenntnistheoretischer Fragen liegt. Die Polaritdt von
Welt, Sprache und Wissenschaft war Zentrum ihres
Anliegens, und G&dels Entdeckung war auch die der Be-
schranktheit der Sprache.

In den Jahren von 1900 bis 1930 gab es in Wien eine
wissenschaftliche und kulturelle Hochbliite: Ein golde-
nes Quadrupel aus Physik, Psychologie, Philosophie
und Okonomie formte die Schwelle des 20. Jahrhun-
derts.

Es gab mehrere Gruppen von Musikern, Literaten, Ma-
lern, Wissenschaftlern und Philosophen, die sich regel-
méRig trafen. Die fiir uns relevanteste Gruppe war der
spéter in die Wissenschaftsgeschichte als , Wiener Kreis”
eingegangene Schlick-Zirkel, benannt nach seinem
Mittelpunkt Moritz Schlick (1882-1936), einem der
Philosophielehrer Godels. Dieser Kreis trat 1928 mit sei-
ner Publikation , Wissenschaftliche Weltauffassung: Der
Wiener Kreis” an die Offentlichkeit.

Der , Wiener Kreis”, urspriing-
lich aus dem ,Verein Ernst
Mach” hervorgegangen, wollte
die analytische Tradition von
Ernst Mach fortfithren. Mach
hatte gelehrt, daf die begriff-
liche Analyse der Widersprii-
che von Theorien einen Fort-
schritt in der Naturerkenntnis
mit sich bringt. Seine begriffs-
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Fassade der
Universitat Wien/
Heinrich Gomperz,
Kurt Gddel,

Moritz Schlick,
Rudolf Carnap

Der Wiener Kreis

Selbstbetrachtung
(Fig. 1 aus: Die
Analyse der
Empfindungen)

analytische Methode, die er in
Blichern wie ,Geschichte der Me-
chanik” und ,Die Analyse der

tigte sowohl ihre Wirkung fir die
Wissenschaft wie auch fiir die
Kultur. Durch die Explikation und
Dekonstruktion der physika-
lischen Begriffe hat Mach das Feld
fiir die Einsteinsche Relativitats-
theorie vorbereitet. Insbesondere
seine Kritik der Newtonschen Me-
chanik mit ihrer Vorstellung der
absoluten Zeit, des absoluten Raumes und des invarian-
ten Tragheitsprinzips war von grofser historischer Be-
deutung. Sein theoretischer Ansatz beeinflufite aber
auch Kiinstler, Philosophen und Okonomen und pragte
den Diskurs der Jahrhundertwende.?”

Lenin fiirchtete Machs Einfluf auf die kulturelle und
politisché Szene und verfaBte 1909 die polemische
Streitschrift ,Materialismus und Empiriokritizismus”.

Noch heute ist Ernst Mach insgeheim Teil der allgémei-
nen Kultur. Als Beispiel dafiir sei die nach Mach benann-
te ,Machzahl” angefiihrt. Sie gibt das Verhaltnis der Ge-

schwindigkeit eines Korpers zur Schallgeschwindigkeit ",
an. Bereits zu seiner Zeit stand Mach im Zentrum

wissenschaftstheoretischer Diskussionen, die sich um
das Drejeck Welt — Sprache — Wissenschaft entspannten.
Dieses Feld pragte schlieBlich auch -den’ Kern- der
Godelschen Entdeckung. Die Erarbeitung einer Meta-
theorie der Mathematik muf3 vor dem Hintergrund
jahrzehntelanger Beschéftigung mit diesen Fragen ge-
sehen werden. Die Godelisierung des mathematischen
Begriffes ,Beweis” stellt de_ssen Préazisierung:dar und

Empfindingen” ‘exponierte, zei-
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entspricht damit den wissenschaftlichen
Anspriichen des 20. Jahrhunderts.

Hans Hahn (1879-1934), Professor fiir Ma-
thematik und Lehrer Godels, war der eigent-
liche Begriinder des ,Wiener Kreises”. Er hat-
te 1922 Moritz Schlicks Berufung nach
Wien bewirkt und ermdglichte es seinem
Studenten Karl Menger (1902-1985), der
inzwischen zwei Jahre bei Brouwer Assi-
stent war, ab 1927 als auferordentlicher
Professor zu lehren. Gemeinsam mit Hahns Studi-
enfreunden Philipp Frank (1884-1966) und Otto
Neurath (1882-1945) verwirklichten sie den Traum ei-
ner kreativen Zelle des wissenschaftlichen Fortschritts
in Wien.

| Die QUADRATUR |
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Der Wiener Kreis

Rudoif Carnap

Otto Neurath war der Organisator des , Wiener Kreises”
und zugleich der Leiter der linken und an gesellschaft-
lichen Verdnderungen interessierten Fraktion, die sich
regelmaBig im Volksheim Wien Ottakring traf. Wie vie-
le andere mufte er 1934 vor den Austrofaschisten unter
Dollfuf3 flichen.

Lehrer und spéterer Gesprachspartner von
Godel, war der radikalste Philosoph des
~Wiener Kreises” und wurde nach seiner
Emigration dessen berithmtester Vertreter in
Amerika.

Die Sitzungen des ,Wiener Kreises” fanden
in den Jahren von 1924 bis 1933 regelmagig
Jjede Woche am Donnerstag im mathema-
tischen Institut, Strudelhofgasse 4, im 9. Be-
zirk, um 18 Uhr statt.

Zu den genannten zentralen Personlichkeiten des , Wie-
ner Kreises” (Hahn, Neurath, Schlick, Carnap, Frank)
gehorten noch Herbert Feigl, Karl Menger, Viktor Kraft,
Felix Kaufmann, Friedrich Waismann, Edgar Zilsel und
andere, flankiert von zahlreichen auslandischen Gésten
(von Alfred Ayer iiber Carl Hempel bis zu Willard Van
Orman Quine). :

Um Heinrich Gomperz, Richard von Mises, Kérl Pbppef B

und Ludwig Wittgenstein bildeten sich an der Peripherie
lose Diskussionsrunden mit osmotischem Verhaltnis
zum Kern dieser modernistischen Erneuerungsbewe-

gung.

Godel wurde erst 1926, zu Beginn seines intensiven
Mathematikstudiums, Mitglied des ,Wiener Kreises”.
Hier und in dem von Karl Menger veranstalteten Kollo-
quium fanden die Dispute statt, wo oftmals_die logische
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Avantgarde von Johann von Neumann (1903-1957) bis
Alfred Tarski (1901-1983) debutierte. Bei einem dieser
Zusammentreffen referierte Godel zum ersten Mal iber
seine Forschungsresultate.

Die jahrzehntelangen Gespriche {iber das dreipolige Ge-
spann von Welt, Sprache und Wissenschaft drehten sich

um die Frage nach dem Status unserer Erkenntnisse und -

deren Aussagbarkeit. Die neuere mathematische Logik —
besonders Freges Formalisierungen —, Machs Kritik der
tradierten Wissenschaftssprache und Mauthners nomi-
nalistische Sprach- und Gesellschaftskritik und beson-
ders Russels Ausarbeitung der Konzepte von Peano
flhrten zu praziseren Neuformulierungen und Ansprii-
chen. Das Ziel war die Begriindung einer wissen-
schaftlichen Philosophie unter einer neuen Perspektive,
wie Wissenschaft und Welt mittels der Logik zusam-
menhangen. Nach der Meinung der Anh&nger des Wie-
ner Kreises produzierten die traditionellen Philosophen
némlich nichts anderes als ,Wortmusik” und ,Begriffs-
dichtung” - ein Schreibstil, der heute nur mehr von
manchen Kiinstlern perfekt beherrscht wird.

Die Vernichtung der Metaphysik war das vordringliche
Anliegen des Wiener Kreises. Dazu muf3te man zunichst
die metaphysischen Sdtze von den wissenschaftlichen
abgrenzen, wofiir Schlick die Verifizierbarkeit als Krite-
rium forderte. Sein Assistent Waismann sekundierte:
»Kann auf keine Weise angegeben werden, wann ein
Satz wabhr ist, so hat der Satz {iberhaupt keinen Sinn;
denn der Sinn eines Satzes ist die Methode seiner Verifi-
kation.” Weiters betrachtete man es als eine historische
Aufgabe der Philosophie, die Einheit der Erkenntnis her-
zustellen. Man wollte alle Wissenschaften auf eine
Grundwissenschaft reduzieren, als welche die Physik
angesehen wurde. Das reduktionistische Konzept hatte
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Ludwig Boltzmann
(1844-1909)

Modelle
als Weltbilder

im Fall der Chemie und Biologie zu grofien
Erfolgen gefiihrt. Daher stellten Neurath
und Carnap die Forderung auf: Jeder Satz
einer beliebigen Sprache mu8 in die Spra-
che der Physik {ibersetzt werden konnen.

Ludwig Boltzmanns Erhebung der statisti-
schen Wahrscheinlichkeit zur allgemeinen

ermoglichte die Beriicksichtigung einer
groften Anzahl von Faktoren. ,Die Stati-
stik sollte den Einfluf des unendlichen Universums auf
das nahezu isolierte Teilsystem in Bausch und Bogen zu
beriicksichtigen gestatten.”*®

Boltzmanns Formel fiir den von ihm entdeckten

Entropiesatz war eine der ersten Anwendungen der sta-

tistischen Methode.?® Der Impuls zur Entwicklung der
mathematischen Logik kam so nicht nur von seiten der
Mathematiker selbst, sondern auch von den Verdnde-
rungen in der modernen Physik. (Godel studierte in den
ersten beiden Jahren theoretische Physik und entwickel-

te spéter eine neue L3sung fir die Feldgleichung von -

Einstein.)

Als Verfechter der Ato-

Modellbegriff fiir den
,Wiener Kreis” bedeu-

begriff implizierte die
Ansicht, dafl -unsere
Wissenschaft nicht die
Natur selbst, sondern
nur Modelle der Natur
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erfaf3t; so wie das Planetensystem ein Modell fir den
Aufbau des Atoms war. Diese Modelle &ndern sich je
nach unseren Theorien und miissen:

1) logisch widerspruchsfrei sein,

2) empirisch Giberpriift sein (d. h. mit den experimen-
tellen Daten {ibereinstimmen),

3) ein Maximum an Information besitzen und

4) denkdkonomisch (d.h. minimal redundant) sein. 3

Diese Prézisierung einer Modelltheorie hingt mit
Boltzmanns Methode eng zusammen, spielte bereits in
der Quantenphysik eine grofie Rolle und leitet heute die
Konzeption moderner Datenbanken in der Computer-
wissenschaft.

Wittgensteins Frithwerk, sein ,Tractatus
Logico-Philosophicus”, in dem eine mathe-
matisch-logische Auffassung der Sprache
vorgetragen wurde, spielte eine wichtige
Rolle bei den Treffen des ,Wiener Kreises”.
Sowohl dieses Werk wie auch Wittgensteins
Auffassung der Mathematik und seine
Auseinandersetzung mit Russell, der ja auch
flir Godel Ausgangspunkt war, waren The-
men der Sitzungen des , Wiener Kreises”. 3!

In seinem , Tractatus” vertrat Wittgenstein eine logisti-
sche Sprachphilosophie, der eine eindeutige Abbildung
der Welt in Satzformen zugrunde lag. Diese eindeutige
Beziehung entspricht auch der Funktionsweise des
Computers, dessen erstes Konstrukt von einem Freund
Godels, Johann von Neumann, entwickelt wurde. Godel
selbst hat Wittgenstein nie personlich kennengelernt,
sondern nur beim Vortrag von Brouwer gesehen. Godel

Ludwig Wittgenstein
(1889-1951)

Der Wiener Kreis

stand Wittgensteins spéterer Auffassung der Sprache
und der Mathematik als Sprachspiel und Lebensform
sehr distanziert gegeniiber.

Die Bandbreite der theoretischen Spannungen uber un-
ser Thema zeigt sich in Wittgensteins Distanzierung
vom',Wiener Kreis”, der mit seinem Manifest von 1929
etwas polemisch wirkte. Wittgenstein selbst revidierte

in seinen ,Logischen Untersuchungen”, seinem post--

hum erschienenen Spatwerk, die mathematisierte Ana-
lyse der Sprache und naherte sich immer mehr einer
sozio-kulturellen Interpretation der Sprache.

Obwohl von der entgegengesetzten Annahme aus-
gehend, distanzierte sich Gddel von der syntaktisch-
formalen Auffassung der Carnapschen Interpretation
von Wissenschaft und Mathematik. Er war, wie er
selbst sagte, zeit seines Lebens ,Realist” und ,Platonist”
und suchte sogar, einen ontologischen Gottesbeweis zu
erbringen.

Die Bedeutung der Frage nach der Trégfﬁhigkei{ von ..,
Sprache, Logik und Metasprache in diesen Jahrzehnten-

spielte auch beim ,Lehrer” Wittgensteins, Fritz Mauth-
ner (1849-1923), die zentrale Rolle seiner kritischen
Gesellschaftstheorie. Mauthner sah . in. der reali~

stischen” Position, die den allgemeinen Begriffen Exi- "
stenz zuschrieb, einen der Hauptgrinde fir erfolgreich © !

funktionierende Machtmechanismen. Dieser ,Wort-
aberglaube” filhrte aber auch zu einem falschen Ansatz
in der wissenschaftlichen Analyse. So stand er in der
Nahe des Machschen Standpunktes. Aus einem Brief an
Mach: ,Auf Leute, die der Sprachwissenschaft néher
stehen als ich, wird das Buch (Beitrége zur Kritik der
Sprache I-11I) erst recht revolutionierend Wirken und sie
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Aus dieser nominalistischen Positi-
on heraus vertrat Mauthner die
Auffassung der spiegelartigen Be-
zogenheit von Sprache und Welt,
die auch von Carnap und Wittgen-
stein, wenn auch in anderer, lo-
gisch-préziser Form vorgetragen
und entwickelt wurde. Wittgen-
stein wandte sein Prinzip ,Die
Grenzen meiner Sprache bedeuten die Grenzen meiner
Welt” auch auf die Mathematik an. Das hieRe, daf die
Mathematik sich nur mit solchen Objekten befassen
kann, die sich auch in der Sprache der Mathematik for-
mulieren lassen. Implizit wird hier die Méglichkeit der
Wahrheitsfindung von mathematischen Sachverhalten
mit den sprachlichen Mitteln der Mathematik vorausge-
setzt.

Die formalisierte Sprache der Mathematik ist die
Prédikatenlogik samt ihren Beweismechanismen. Diese
Logik entstand durch eine Schematisierung der Sprache
im Sinne der Linguistik (durch Aufstellen grammati-
kalischer Regeln, Formen des Satzaufbaus, Subjekt-Ob-
Jjekt-Préadikat etc.).

An diesem Punkt liefen die Leistungen und
Aufgaben der Mathematik und der Wissen-
schaftstheorie parallel.

David Hilbert (1862 — 1943) wollte mit Hil-
fe der Prédikatenlogik die Mathematik for-
malisieren. Im damaligen Zentrum der Ma-
thematik, in Géttingen, wurde unter seiner
Leitung die Sprache blof als formales Werk-
zeug angesehen, mit der man Beweise erstel-
len konnte. Im ,Wiener Kreis” hingegen
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wurde die Sprache als philosophisches Sujet thema-
tisiert und im Sinne einer sprachkritischen Theorie in
Frage gestellt. In zahlreichen Diskussionen, die sich fiber
Jahrzehnte erstreckten, und natiirlich bei den "Ge-
sprachsrunden des ,Wiener Kreises” hat Gddel sovwohl
cine vertiefte Tradition wie auch unmittelbar seine In-
spiration gefunden, die ihn von der formalen Auf-
fassung der Sprache wegfiihrte und ihn fir eine intui-
tive Sichtweise und einen sprachkritischen Realismus
sensibilisierte. Aufierdem scheint er auch von seiner
Personlichkeit her diesem Zugang néher gestanden zu
haben, denn bereits 1925, also ein Jahr vor seinem
Mathematikstudium, verstand er sich als plato-

nistischer Realist.

Wenn Kurt Godel nicht in Wien stu-
diert hitte, wire er wahrscheinlich
nie dieser ,Grenzgénger” geworden
und hitte vielleicht auch nicht sei-
nen ,Unvollstdndigkeitssatz” ge-
funden und mathematisch exakt
bewiesen.

Seine beriihmte Entdeckung widerlegte so Hilberts Pro-
gramm und gleichzeitig Wittgensteins Prinzip, dafs die
Grenzen der Sprache die Grenzen der Welt seien. Spater,
in seiner zweiten philosophischen Phase,. wirdigte
Wittgenstein Godels Entdeckung als einen neuen Ansatz -
zur Losung des Beweisproblems.

Im Gegensatz zu Hilbert und Wittgenstein durchschau-
te Godel, daf® die Tragfahigkeit der Sprache ungeniigend
ist, und er zeigte mit den Mitteln Hilberts die Grenzen |
Formaler Systeme auf.
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Die mathematische Welt ist vielfal-
tiger (und in diesem Sinne stérker)
als die mathematische Sprache.

Die Sprache ist manchmal priziser
als das Denken, jedoch zugleich
schwdécher in dem Sinne, daf ihre
Syntax nicht alle Modellvorstel-
lungen nachzuvollziehen gestattet.

Das, was bewiesen werden kann in
und mit der Sprache, ist weniger als
die Wahrheitsfahigkeit des Denkens.
Und das wiederum ist weniger
(und in diesem Sinne schwicher)
als das, was in der Welt moglich ist.

Nur in einem Augenblick hdchster
Konzentration des Wissens an ei-
nem Ort, dem damaligen Wien der 20er und 30er Jahre,
konnte ein solches Meisterwerk gelingen. Gédel hat das
Labyrinth der Selbstreflexion mit mathematischen Mit-
teln aufgezeigt. Er konnte die Wege ins Labyrinth und

die Wege aus dem Labyrinth nach rationalen Regeln
durchleuchten.
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Mit dem Niedergang der Ersten Republik und der
Installierung eines faschistischen Regimes in Osterreich
(1933) wurden die Bestrebungen der Modernisierung
zerstort. Die Verfolgung: gesellschaftskritischer Krafte
und das Verbot der Sozialdemokratischen Partei, mit der
fast alle Vertreter des , Wiener Kreises” sympathisierten,
Isten einen allgemeinen Exodus dieser Philosophen,
Mathematiker, Physiker ... aus, der durch Hitlers , An-
schluR” von Osterreich ans Deutsche Reich vollendet
wurde. '

Godel verlie® Wien im Janner 1940 in Richtung Prince-
ton.

In den 30er Jahren begannen langsam die politischen
Umwilzungen in Osterreich ihr wahres Gesicht zu zei-
gen und den Untergang der wissenschaftlich-kultu-
rellen Hochbliite einzuleiten. Langst schon war die
Bsterreichische Gesellschaft der Ersten Republik nur
mehr Fassade, die zwar noch immer eine Architektur
des schonen Scheins aufwies, aber innerlich duxrch ihre
Widerspriiche bereits hohl geworden war. Die Verbote
der Gewerkschaften und der Sozialdemckratischen Par-
tei 1934, die Einschrénkung der Pressefreiheit und die
Verfolgung gesellschaftskritischer Kréfte Zerschnitten
das Band zwischen den fortschrittlichen Ideen und dem
gesellschaftlichen Leben und trockneten die Kultur von
innen aus.

Der osterreichische Faschismus und der deutsche
Nationalsozialismus erscheinen uns heute als ein Feld-
zug der alten Kréfte gegen die neue Welt der rationalen
Wissenschaft. Zweck und Mittel der Wissenschaft wur-
den voneinander abgekoppelt und ein paranoides
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Herrschaftsgebilde wurde auf-
gebaut.

Bereits seit 1928 war die Mehr-
heit der Studenten deutschna-
tional gesinnt und randalierte
zunehmend gegen Veranstal-
tungen jldischer, sozialisti-
scher und links-liberaler Pro-
fessoren. Die Angriffe, ins-
besondere gegen den ,Wiener
Kreis”, wurden immer heftiger. Sie kulminierten in der
Ermordung von Moritz Schlick, der als jiidisch ver-
schrien war, obwohl er in Wirklichkeit einem alt-
Osterreichischem Adelsgeschlecht entstammte. Er wur-
de am 22. Juni 1936 auf der Philosophenstiege der Uni-
versitdt Wien erschossen.

Der Morder war sein ehe-
maliger Student Hans
Nelbock, der einerseits
durch die &ffentliche
Stimmung angefeuert,
andererseits durch die
Ansichten seines Stu-
dienkollegen Leo Gabriel
irregefiihrt (und dadurch
indirekt zur Tat ermun-
tert) worden war.?* (Ga-
briel selbst war Austro-
faschist und Katholik,
und spéter langjghriger Ordinarius fiir Philosophie an
der Universitét Wien.) Nelbdck wurde {ibrigens, nach
zweljéhriger Haft, bald nach dem Einmarsch Hitlers au

dem Gefdngnis entlassen. '
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Bereits seit Jahren zirkulierten schwarze Listen unter
den nationalsozialistischen Studenten, denen auch Erich
Heintel angehorte. (Heintel wurde nach dem Krieg ra-
schestens entnazifiziert und zum Ordinarius fiir Philo-
sophie an der Universitat Wien ernannt.) Auf den Listen
waren judische Lehrer und ihnen nahestehende Per-
sonen und Sympathisanten notiert. Obwohl ,arischer
Abstammung” stand Godel auf einer derartigen Liste, da
er Schiiler des (Halb-),Juden” Hans Hahn und Mitglied
des als juidisch verrufenen , Wiener Kreises” war. Mathe-
matische Logik und Mengenlehre wurden als ,jiidisch”
verteufelt, genauso wie Einsteins Relativitatstheorie.
Aus diesem Grund wurde Godel in der Nghe des ma-
thematischen Institutes bei der Strudelhofstiege Anfang
November 1939 von rechtsradikalen Studenten attak-
kiert.

Soweit bekannt ist, hat Gddel totalitare Ideologien im-
mer abgelehnt und fiirchtete spater sogar um die Demo-
kratie seines neuen Heimatlandes Amerika, wie wir im

néchsten Kapitel sehen werden. Im Untersgﬁhied zu Ein-" -
stein und anderen ist er aber nie 6ffentlich politisch auf-

getreten.

Allerdings hat Godel wegen seiner intensiven wissen-
schaftlichen Arbeit die Verdnderungen der politischen

Landschaft nie so direkt empfunden. Dennoch berithr-. -

ten die politischen Verinderungen auch sein persor=
liches und intellektuelles Leben. Die Verfolgung
gesellschaftskritischer Kréfte nahm ihm seine besten
Freunde und Lehrer:

1936 wurde Moritz Schlick ermordet.

1937 verliefs Karl Menger, sein Lehrer und Gesprachs-
partner, Wien und {ibersiedelte nach Amerika; auch Jo-
hann von Neurnann blieb in den Vereinigten Staateri.
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1938 emigrierte Friedrich Waismann (mit Hilfe Karl
Poppers) nach England, wo bereits Wittgenstein lebte;
Oskar Morgenstern und Abraham Wald tibersiedelten
nach Amerika.

Wegen ihrer apolitischen Haltung war die Einstellung
der Familie G&del zu den Nationalsozialisten aber sehr
ambivalent. Sein Bruder, Med. Rat Rudolf Gddel, sagt
selbst tiber diese Zeit:

»Das Jahr 1933, in welchem in Deutschland der Natio-
nalsozialismus zur Herrschaft kam, ist fiir mich in
Wien mit keinen besonderen Erinnerungen verbunden.
Da wir alle an Politik nicht sehr interessiert waren,
konnten wir wohl die Bedeutung dieses Ereignisses
nicht richtig beurteilen.

Zwei Ereignisse 6ffneten uns dann rasch die Augen: die
Ermordung des Bundeskanzlers Dollfuf und die Ermor-
dung des Philosophen Professor Schlick, in dessen Kreis
mein Bruder verkehrt hatte. Nicht zuletzt dieses Er-
eignis war wohl der Grund, daR mein Bruder eine
schwere Nervenkrise durchmachte und fiir einige Zeit
ins Sanatorium mufite, was natiirlich fiir unsere Mut-
ter eine schwere Sorge bedeutete. Bald nach seiner
Wiederherstellung erhielt mein Bruder eine Einladung
als Gastprofessor in die USA. Dieses Ereignis und die Tat-
sache, daf das Leben in Wien fiir uns, die wir unser Ver-
mogen in der Tschechoslowakei hatten, immer teurer
wurde, war der Anla, daf unsere Mutter sich wieder in
unsere Villa nach Briinn zuriickzog und zwar 1937,
also ein Jahr bevor Hitler Osterreich besetzte. Schwie-
rigkeiten gab es auch mit der tschechischen Hausbe-
sorgerin der Villa, denn der Ha® der Tschechen gegen die
Deutschen war damals natiirlich groB3, da es immer
wieder Hinrichtungen von tschechischen , Verratern”

48

Politik und Wissenschaft

gab, und diese auf roten Zetteln 6ffentlich angeschlagen
wurden. So kam es, daf unsere Mutter die Zeit des
Zweiten Weltkrieges in Briinn verbrachte.”#*

Die politische Situation hatte also die Familie Godel geo-
graphisch getrennt. Rudolf Gddel blieb allein in Wien als
Leiter eines grofen Rontgeninstitutes, was ihm den Vor-
teil einbrachte, nicht zum Militar einriicken zu miissen.
Kurt Godel fuhr in den 30er Jahren dreimal nach Ame-
rika, bis er 1940 endgiiltig dort blieb.

Im Herbst 1933 fuhr Godel zum ersten Mal in die USA.
Er unterrichtete bis Mai 1934 am neugegriindeten In-
stitute for Advanced Study, das sich damals noch in der
alten Fine Hall der Princeton University befand. Nach ei-
nem Jahr Aufenthalt in Wien fuhr er 1935 abermals
nach Princeton, mufite aber aus gesundheitlichen Griin-
den sofort wieder nach Wien zuriickkehren. Wegen sei-
ner Pendelei zwischen Princeton und Wien hatte er hiu-
fig seine Vorlesungen am mathematischen Institut
abgesagt. Auferdem blieb er aufgrund seiner zeit-
weiligen Abwesenheit von den Wirren des Blirgerkrieges .
im Feber 1934 verschont. '

Nach seiner Habilitation unter Hans Hahn (mit den

Referenten Wirtinger, Thirring, Menger et alii) war

Godel Privatdozent geworden.® Als solcher hatte er

zwar die Venia Legendi, das Recht, Vorlesungen zu hal-

ten, er bezog jedoch kein regelmé&Riges Eimkommen.

Godel war daher praktisch ohne Einkiinfte und mufite

von der Erbschaft seines Vaters leben. Die Universitat

Wien hat Gédel trotz seiner epochalen Leistungen keine-
addquate Stellung angeboten — aus den bereits erwahn-
ten politischen Griinden. Das Institute for Advanced
Study (IAS) hingegen hat die Bedeutung von Godels Ent-

deckung schnellstens erkannt und ihn 1933, 1935 und
1938 als Gastprofessor nach Princeton eingeladen.
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Mit seinen Vorlesungen trug
er zum Aufbau einer ame-
rikanischen logischen Schule
bei, die bereits von Emil Post
und Alonzo Church initiiert
wurde. Godel war der erste,
der den Algorithmenbegriff
mittels rekursiver Funktio-
nen genauer bestimmte. Die-
ser weitere Schritt der Mathematisierung wurde die
Grundlage filir den in der Computerwissenschaft zen-
tralen Begriff der Berechenbarkeit. Ausgehend von die-
sen Leistungen entwickelte Stephen Cole Kleene seine
Theorie der (partiell) rekursiven Funktionen, die eine
weitere Prazisierung des Algorithmenbegriffes darstellt.

Alonzo Church stellte daraufhin die These auf, da eben
diese rekursiven Funktionen dem intuitiven Begriff der
allgemeinen Berechenbarkeit entsprechen. Ein anderer
Schiiler von Godel war Barclay Rosser, der den Un-
vollsténdigkeitssatz noch verscharft hat.

Das entscheidendste Ereignis fiir Kurt G&dels
privates Leben war seine Heirat mit Adele &
Nimbursky am 20. September 1938. Frau
Adele Godel (geborene Porkert) war um 10
Jahre dlter als Kurt Gédel und in erster Ehe
mit dem Photographen Nimbursky ver-
heiratet. Die praktisch veranlagte und opti-
mistische Adele hat sich offenbar sehr inten-
siv und mutterlich um ,Kurtele” - wie sie
ihn nannte - gekiimmert. Sie war sozusa-
gen seine |, life-line”.

Bereits zwei Wochen nach der Hochzeit ver-
lief} Godel Wien und seine Frau, um wieder
am IAS zu unterrichten. Wahrenddessen
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hatten ihm die neuen Machthaber aus Deutschland sei-
ne Privatdozentur an der Universitdt Wien aberkannt.
Dem Antrag des Dekans der philosophischen Fakultat,
Professor von Christian, schlof sich der Dozentenbund-

fithrer Dr. Marchert an. Godel bemiihte sich erstaun- -

licherweise um eine neue Dozentur, genannt Dozentur
der Neuen Ordnung (als Ersatz fiir seine aberkannte
Privatdozentur), und erhielt sie schliefSlich ein Jahr spa-
ter, als er bereits in den USA war, vom Reichsmini-
sterium in Berlin bestétigt.

1939 bekam Godel den Einberufungsbefehl und wurde
als volltauglich fiir den Fronteinsatz befunden. In héch-
ster Not wandte er sich an Oswald Veblen, den Direktor
des 1AS, und mit dessen Hilfe gelang es dem Ehepaar
Godel, Wien zu verlassen. 3¢

Wegen der englischen Blockade konnten sie nicht mehr
den Atlantik iiberqueren und mufSten im Janner 1940
mit der Transsibirischen Eisenbahn nach Japan fahren.
Von dort aus gelangten sie nach San Francisco und ka-
men Ende M&rz 1940 in Princeton an. G&del hat niemals
mehr européischen Boden betreten.”
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6. Princeton, USA

Hier lebte Godel die zweite Halfte sei-
nes Lebens, ohne die Vereinigten Staa-
ten jemals zu verlassen. Viele seiner
Freunde arbeiteten dort lingere oder
kiirzere Zeit. Die Freundschaft mit
Albert Einstein war allerdings die
wichtigste. Gddel prazisierte in
Princeton Teile seiner mathema- . i
tischen Ideen, beschaftigte sich aber zunehmend mit den

philosophischen Implikationen seiner mathematischen
Entdeckungen.

Princeton ist ein griines Stddtchen im amerikanischen
Bundesstaat New Jersey mit Einfamilienhdusern im
Kolonialstil, eine Autostunde von New York entfernt.
Die Stadt ist bekannt wegen ihrer hochrangigen Uni-
versitdt und wegen des 1AS, des Institute for Advanced
Study. Die im neogotischen Stil erbaute Universitat ist
eine Imitation der altehrwiirdigen Cambrigde Uni-
versity und wurde hauptsichlich von italienischen
Steinarbeitern erbaut. Der Zweck des Institutes war es,
anerkannten Groéfen der Wissenschaft ideale Arbeits-
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John von Neumann

bedingungen zu schaffen. Darum ‘gab es
auch fast keine Lehrverpflichtungen und
nur wenige Studenten.

Gddel befand sich dort in Gesellschaft von
Albert Einstein, Robert J. Oppenheimer, Jo-
hann von Neumann, Hermann Weyl, Os-
wald Veblen und vielen anderen Beriihmt-
heiten. Es bedeutete fiir einen Wissenschaft-
ler eine grofe Auszeichnung, in diesen
Olymp der Gelehrsamkeit berufen zu wer-
den. Von 1940 bis 1946 war Godel temporar
angestellt und sein Vertrag mufte jedes Jahr verldngert

werden. Zwischen 1946 und 1953 wurde er, iiberra-
schend spét, fix angestelltes Mitglied des IAS und erst
1953 wurde er, nach Intervention von Einstein und von
Neumann, zum ordentlichen Professor ernannt.

Die Meinungen {iber seine administrative Tatigkeit am
IAS waren geteilt. Hassler Whitney und Deane Mont-
gomery berichten: ) - -

,Nun, er war ein sehr gewissenhaftes Fakul‘c'étsmit.'glied,'

und er nahm grofen Anteil an Fakultitsangelegen-
heiten, ganz im Gegensatz dazu, was von einigen Leu-
ten im voraus angenommen worden war. Er hatte dazu
eine sehr gewissenhafte Einstellung. So wie wir war er
besonders an den Aristellungen des Institutes inter-
essiert, sowohl an den zeitlich begrenzten, aber auch
speziell an den dauerhaften. Godels Schwierigkeiten,
dariiber zu entscheiden, was die Qualifikationen der
verschiedenen Kandidaten seien oder flir eine Mit-
gliedschaft sein sollten, verzigerten angeblich die
Fakultdtssitzungen. So beschlossen wir, dies zu dndern
und ein getrenntes Komitee fiir Logik einzurichten. Und
ich bot an, an diesem Komitee teilzunehmen. So setzten
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sich Godel und ich miteinander in
Verbindung, meistens telefonisch.
Denn er hatte es lieber, mit mir ein-
fach am Telefon {iber gewisse Dinge
zu sprechen, als einander personlich
zu treffen, selbst wenn wir beide di-
rekt im Institut waren. (...) Und auf
den Vorschlag hiniiberzukommen,
um mit Godel direkt zu sprechen,
pflegte er zu sagen: ‘Oh, erzdhlen Sie
mir das doch am Telefon. Wir kénnen
einander iiber das Telefon verstdndigen! Und gele-
gentlich sagte ich: ’Ich habe das Gefiihl, diese.Sache ist
zu tiefgehend. Ich kann dariiber am Telefon nicht spre-
chen. Und er erlaubte mir, hiniiberzukommen und mit
ihm direkt zu sprechen. Er scheint sich am Telefon siche-
rer gefGhlt zu haben, vielleicht weil er es unterbrechen
konnte, wenn er sich zu miide fiihlte. Ich weiR es nicht.
Mgoglicherweise empfand er jeden, der ihm zu nahe

kam, als eine Belastung, und das bereitete ihm Schwie-
rigkeiten.” 7

Auch im privaten Verkehr bevorzugte Gédel die telefoni-
sche Kommunikation, oft stundenlang tiber den ganzen
amerikanischen Kontinent hinweg. Er galt im allge-
meinen als zuriickgezogener Mensch und pflegte eher
wenige, aber intensive Kontakte, wie z.B. die taglichen
Spaziergdnge mit Einstein. Er vermied auch &ffentliche
Auftritte. Seine letzte Vorlesung hielt er 1951. Sogar zu
einem Symposium anléglich seines 60. Geburtstages in
Ohio sandte er lediglich ein Glickwunschtelegramm an
die Teilnehmenden. Von den 1AS-Kollegen hatte er nur
zu Abraham Robinson und Albert Einstein enge freund-
schaftliche Beziehungen.
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In Princeton begann Godel, die direkte Arbeit an
mathematisch-logischen Problemen fast ganz auf-
zugeben. Vielleicht auch deshalb, weil ihm die Losung
bestimmter Probleme, z. B. der Mengenlehre, Schwierig-
keiten bereitete. Er arbeitete zwar weiter am Problem des’
Auswahlaxiomes und der Kontinuumshypothese, aber
im Vergleich zu der Produktivitét in Wien ist ein deut-
licher Unterschied festzustellen.

Wihrend seine Resultate in der Logik in den Kanon der
Lehrbiicher eingingen, legte er zu Beginn der 4Oer Jahre
den Schwerpunkt seiner Forschungen auf die Philo-
sophie der Mathematik. Gddels Interesse an philosophi-
schen Fragen begann bereits in seiner Gymnasialzeit
und setzte sich auch in Wien fort. Seine Auseinander-
setzungen mit den Auffassungen des ,Wiener Kreises”,
insbesondere mit denen von Rudolf Carnap, sind auch
vor diesem Hintergrund zu sehen. Es interessierten ihn
dabei vor allem die Struktur und Analyse von Axiomen
und Begriffen bzw. deren Zusammenhinge (Raum,

Zeit, Kraft oder der Status von Axiomen, Universalien, )

Beweisen, ...):

In den 50er Jahren interessierte sich Godel fir
Seelenwanderung und fiir einen kérperunabhéngigen

Geistbegriff im Zusammenhang mit seinen kosmolo- |

gischen Ideen und Arbeiten.

Einen Teil seiner Arbeiten zu Russell (1942), Einstein
(1949), Carnap (1953) veroifentlichte er zu dieser Zeit,
und sie gehdren heute zu den wesentlichen Bestand-
teilen der Philosophie der Mathematik. Vieles aber, zu
Leibniz (in den Jahren 1943-1946), zu Kant (1947), zu
Husserl (1959), wurde von ihm nie zur Veroffent-
lichung freigegeben. Sein chemaliger Mentor Xarl
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Menger meinte deshalb, daf Gddels Logik-Genie in
Princeton vergeudet wurde, da er dort keine be-
fruchtenden Diskussionen fand.

In seinen philosophischen Arbeiten vertrat Gédel einen
platonistischen Standpunkt. Hao Wang expliziert dies
folgendermafen: ,Philosophie als exakte Theorie kann
als Anwendung von Gddels Begriffsrealismus betrachtet
werden. Sie soll die richtige Perspektive erméglichen,
sodaf die Klarheit der grundlegenden metaphysischen
Begriffe zu Tage tritt. Etwas deutlicher, die Aufgabe die-
ser exakten Theorie ist es, sagt er, die grundlegenden
Konzepte K zu bestimmen und die Axiome A fiir sie zu
finden, sodaf alleine X die Axiome erfiillt, und A Teil un-
serer urspriinglichen Intuition von K ist. (...) Dieses Ide-
al héngt eng mit anderen Aspekten von Godels Philoso-
phie zusammen. Z. B. sagt er, da seine Philosophie in
groben Zligen mit dem (metaphysischen System) von
Leibniz’ Monadologie iibereinstimmt.“3°

Godel war Zeit seines Lebens Gegner der Katholischen
Kirche, hatte jedoch eine abstrakte Religiositit und be-
Jjahte den logischen Gottesbeweis. Seit Immanuel Kant
weifs man, daf} es keinen Beweis fiir einen personlichen
Gott gibt. Jedoch aufbauend auf den Arbeiten von
Charles Hartshorne, verfertigte er einen Beweis fiir die
Existenz eines logischen Gottes.

Die Zuriickgezogenheit G&dels in Princeton resultierte
einerseits aus seinen gesundheitlichen Problemen,
andererseits aus seiner Menschenscheu.

Zuerst wohnte Godel in der Nassau Street im Zentrum
von Princeton, dann {ibersiedelte er in ein Haus in der
Linden Lane 129 (spéter auf 145 geéndert), das er 1949
kaufte. Hier lebte er mit seiner Frau Adele bis an sein Le-
bensende 1978. In dieser Gegend wohnten viele deutsche
und italienische Gastarbeiter. Die G&dels zogen auf
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Wunsch von Adele dorthin, da
diese gern in der Umgebung
von anderen deutschspra-
chigen Immigranten leben
wollte. Verglichen mit den
Hausern seiner Freunde war
das Haus der Godels eher &rm-
lich.

Nach Osterreich wollte Kurt
Godel nicht mehr zuriick, wie
er auch nie mehr die Staaten

verlieR.

,Er hatte keine gute Meinung tber Osterreich. Ich mei-
ne, er wuftte, was jedermann wufte, dafs viele Leute
Nazis waren, sogar schon bevor Hitler kam. Und er
kannte ihre Ansichten. Und ich glaube, er filhlte sich
nicht danach, da er zuriickkehren wollte, oder es notig
hatte zuriickzukehren.”

1966 lehnte er auch aus diesem Grund eine Honorar-
professur der Wiener Universitét ab.

Wahrend seine Frau Adele etliche Rei-
sen unternahm, hat G3del seinen
Plan, seine betagte Mutter aus Riick-
sicht auf ihr Alter und ihre Gesund-
heit in Wien zu besuchen, immer wie-
der verschoben und nie verwirklicht.
So kam es zu mehreren Besuchen sei-
nes Bruders und seiner Mutter in
Princeton.

Als Gdel 1948 die amerikanische Staatsbiirgerschaft
erhalten sollte, waren Einstein und Morgenstern,'zwei
seiner besten Freunde, seine Biirgen. Da Einstein um die
unpraktische Eigensinnigkeit von Godel wufte, ver-
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suchte er ihm klarzumachen,
dafs es sinnlos sei, bei zeremo-
niellen Erklarungen politische
Diskussionen zu fiihren. Aber
Godel verhielt sich auf die fiir
ihn typische Weise. Der Vorfall
wurde inzwischen zu einer oft
erzdhlten Anekdote. Dorothy
Morgenstern berichtet: ,Zu al-
lererst rief Godel schon vier Wochen vorher haufig an -
mit Fragen {iber diesen und jenen Gesichtspunkt der
Stadt und des Landes, Uiber Gesetze der Vereinigten Staa-
ten usw. Er wollte jede kleine Einzelheit erfahren und
war sehr nerv6s. Mein Mann holte ihn ab, und danach
holten sie Einstein ab. Und als Einstein in den Wagen
stieg, fragte er Godel, ob er bereit fiir seine ‘vorletzte Be-
fragung’ sei, und Gédel fragte, was denn die letzte Be-
fragung sei. Und Einstein antwortete: ‘Nun, wenn du in
dein Grab steigst. Jedenfalls war er sehr nervés und alle
fuhren nach Trenton. Wegen Einsteins Beriihmtheit gab
es grofe Aufregung, denn natfirlich hatte dort niemand
von Godel gehért. Und der Richter Forman sagte, daf es
in Osterreich eine Diktatur gédbe, und ob das wohl in den
Vereinigten Staaten auch mdglich sei, und Godel
antwortete: 'Oh ja, es
konnte. Und ich kann es
Ihnen beweisen.” Und
Richter Forman sagte:
'Nicht doch; nicht
doch.' "1

Wie recht Godel haben
sollte, zeigte die Ara
McCarthy, in der die
Grundrechte der De-
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mokratie in einem solchen Ausmaf verletzt wurden,
daB es beinahe einer Diktatur gleichkam.

In den SOer Jahren verschlechterte sich -Godels
Gesundheitszustand immer mehr. Seine Selbstdia-
gnosen wurden immer merkwiirdiger u11§ seine para-
noiden Anfalle starker. Sein Hausarzt, Dr. Rampona,
{iber ihn: ,Nun, er war ein sehr schwieriger Patient. Ein-
mal wurde ich ins Haus gerufen, weil er Blut ausl?uste-
te, aber trotz meiner Diagnose eines blutenden Magen-
geschwiirs weigerte er sich, ins Spital zu gehen, und
erst Einsteins Uberredungskunsten gelang es, ihn zu

"4l

Uberzeugen.
Lili Kahler, eine langjéhrige Freundin der Familie:

ey F™ L Er hat immer fir sich
selbst gekocht, und
nicht einmal Adele, die
eine sehr gute Kdchin
war, durfte fiir ihn ko-
chen. Abgesehen davon,
daR er seine Didt wollte,
war er parancid und
hat geglaubt, dafs man
ihn vergiften will. Und

das hat er fast bis zum, Schlug betrieben, kann ich nur. _

sagen.”*

Die Verdiisterung seines Geistes hatte auch in
Schuldgefithlen ihre Ursache, die wahrscheinlich mit
Godels Position am 1AS zusammenhingen. Zu Dorothy
Morgenstern sagte er: ,Nun, ich leiste nicht meine Ar-
beit, die ich fiir das Institut machen sollte. Als Professor
erwartet man, da® ich mehr arbeite und mich mehr um
die Mitglieder kitmmere.”
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Die Angste, Schuldgefiihle
und paranoiden Anfalle fiihr-
ten ihn schlielich zum Psy-
chiater. Kurioserweise war
dieser der berithmte Richard
Huelsenbeck (der sich in New
York Hulbeck nannte), ehe-
mals Mitglied der Ziiricher
Dadaistengruppe und Freund
von Hans Richter und Marcel
Duchamp.

Daf dies alles zu erheblichen Spannungen mit Adele
fiihrte, liegt auf der Hand, und oftmals schimpfte sie
tagelang, wihrend er in seiner Zuriickgezogenheit ver-
blieb. Sie war immer schon der Meinung gewesen, da
das IAS ein ,Altersheim” sei und fiihite sich offen-
sichtlich in Princeton nicht wohl.

Hassler Whitney berichtet: ,Es war wahrend der letzten
Periode, als auch seine Frau ziemlich krank war. (...) Sie
sagte z. B. 'Ich traf niemals jemanden aus dem Institut.
Und niemand rief jemals an.’ Und Gédel antwortete:
‘Erinnere dich zum Beispiel an diese Person, mit der du
dich unterhalten hast, an jenes Institutsmitglied!’ Und
sie sagte: ‘Oh nein, ich habe niemals jemanden getrof-
fen!’ Und er horte thren Worten zu und fand, dag ihre
Worte ungenau waren. Und er versuchte, ihr zu erkla-
ren, dag sie ungenau seien. Doch sie wollte eine Empfin-
dung dariiber ausdriicken, wihrend er ihren Gefithlen
nicht zuhdren konnte. Und keiner von beiden verstand,
worin das Problem lag.”

Gegen Ende seines Lebens beschaftigte sich Godel zuneh-
mend mit Okkultismus. G&dels Leben, seine Zuriickhal-
tung, sein intellektueller Stil waren seit seiner Jugend
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von der Sehnsucht nach rein geistigem,
beinahe immateriellem Leben ge-
kennzeichnet. In seiner Bibliothek befan-
den sich auch Blicher von Arthur
Koestler iiber indische Philosophie und
Yoga. In einem dieser Biicher wird das
Samadi als Endziel des Yoga beschrieben.
Das Samadi bedeutet in physiologischer
Hinsicht eine Herabsetzung der Korper-
funktionen wie Herzschlag, Puls, At-
mung und Erndhrung. In geistiger Hin-
sicht heift es, da} Samadi aus reinem Be-
wuftsein besteht. Bewufitsein ohne Ab-
sicht oder Inhalt aufer dem Bewuftsein selbst. Es gibt
aber ein letztes willentlich eingegangenes Samadi. Dies
bringt den Tod des Kérpers und des an den Xorper ge-
bundenen Ichs mit sich.

Eine typisch wienerische Interpretation wére hingegen
psychoanalytischer Natur: Godels Mutterfixierung
artikuliert sich in einer Verweigerung der Realitét, in ei-
nem steten Riickzug auf eine abstrakte Ideenwelt der
Mathematik. Sein Platonismus wire so interpretierbar
als philosophischer Ausdruck seiner uteralen Abnei-
gung vor der Wirklichkeit. (Vgl. G&dels Bevorzugung
von Telefongespréchen vor persdnlich-direkten Kontak-
ten).

Kurt Godel starb am 14. Jdnner 1978 im Hospital von
Princeton an Nahrungsverweigerung, an ,malnutrition
and inanition” *. AuRer Dr. Rampona verweigerten alle
Arzte jedwede Auskunft zu diesem Thema.

Dr. Rampona: ,Er weigerte sich zu essen. Er wog nie
sehr viel, aber sein Endgewicht war um die 60 Pfund. Er
starb in einer fotalen Position. Mit angezogenen Knien.
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Dieselbe Position, in der man ist,
wenn man sich im Mutterleib
befindet.”#

Es gibt jedoch auch Arzte, welche
die Meinung vertreten, Nahrungs-
verweigerung komme bei &lteren
Menschen des 6fteren vor und sei
keineswegs eine Besonderheit. Die
fotale Position wére in diesemn Fall eine Folge der Magen-
verkrampfung und des starken Kaltegefiihls, das der
Mensch auf Grund der zu geringen Verbrennung hat.

Das Feld mdglicher psychologischer Interpretationen
verlassend, wenden wir uns jetzt den geistigen Leistun-
gen Godels zu.
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7. Informatik und
Artifizielle Intelligenz

Godel, Turing und von Neumann sind die Urvéter der
Computerwissenschaft. Die Prazisierung der Algorith-
men durch die Entwicklung der rekursiven Funktionen,
die Ermdglichung neuerer Computersprachen auf der
Basis der Pradikatenlogik, die Mathematisierung inhalt-
licher Symbole durch deren ,Godelisierung” sind zu
nennen. Die Explikation der formalen Beweissysteme
der Mathematik bilden die Grundlage fir Turings
Anwendung dieser Konzepte und deren ﬁbertragung
auf seinen zentralen Begriff mechanisierter ,Berechen-
barkeit”. Godels ,Unvollstandigkeitssatz” zeigt aber
auch die Grenzen der ,machina rationatrix”, dem
modernen Traum maschinisierten Denkens.

Obwohl er urspriinglich aus der mathematischen Logik
kommt, hat der Godelsche Satz heute seine zentrale
praktische Bedeutung in der theoretischen Informatik.
In beiden Fallen handelt es sich um die Selbstreferenz
Formaler Systeme. Das Ausgangsproblem der Godel-
schen Entdeckung liegt in der Frage der Formalisier-
barkeit und Widerspruchsfreiheit der mathematischen

Theorien. Denn nur unter der Bedingtng wider—

spruchsloser maximalster Formalisierbarkeit ist eine
technische Umsetzung gewé&hrleistet. Kénnen wir aber,

ausgehend von bestimmten Axiomen und Algorithmen, .

alle daraus ableitbaren Mdglichkeiten {iberpriifen? Ana-
log gelagert ist die Frage nach der Moglichkeit intelligen-
ter Maschinen, die, auf der Basis ihres Wissens und ihrer
technischer Mittel, Entscheidungen iiber ihre weiteren
Schritte féllen miissen. Das ,Halteproblem*, das wir im
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néchsten Kapitel kennenlernen werden, entspricht der
zentralen Ausgangsfrage Godels.

Einer der Pioniere der Informatik, der For-
schung der Artifiziellen Intelligenz und der
»Cognitive Science” (Stichwort: Mind and
Machine), der Mathematiker Alan Turing
(1912-1954), wurde von Go&dels Beweis
angeregt, die Problemstellungen Formaler
Theorien (insbesondere der Logik wund
Mathematik) auf ihre mdéglichen Verwirk-
lichungen durch physikalische Maschinen zu
Uberdenken. Dazu war natiirlich zuerst eine
Schematisierung und begriffliche Prazi-
sierung des menschlichen Rechnens von-
noten.*¥ Turing hat G&dels Frage von den Formalen
Systemen zur Computer-Maschine verlagert, d. h. von
der Beweisbarkeit zur Berechenbarkeit.

Neben seinen Leistungen im Marathonlauf, in
mathematischer Logik und in der Erforschung der

Maschinellen Intelligenz wurde Alan Turing insbeson- -

dere dadurch bekannt, daf er im Zweiten Weltkrieg den
deutschen Geheimcode ,Enigma“ geknackt hatte. Trotz
dieser politisch wichtigen Tat wurde er von der eng-
lischen Gesellschaft 1954 wegen seiner Homosexualitat
in den Selbstmord getrieben.

Seine Arbeiten iber berechenbare Zahlen und sein Mo-
dell des Computers, noch lange bevor dieser de facto
konstruiert wurde, gehdren zu den Pionierleistungen
auf dem Gebiet der Informatik. Wir nennen dieses Mo-
dell heute Turing-Maschine.

Die Transformation logisch-mathematischer Beweis-
barkeit in die mechanische Berechenbarkeit ermdglichte
die Konstruktion dieser Maschine, deren Prinzip die
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Organisation von symbolischen Handlungen ist.” Auf
Grund bestimmter Anweisungen (= Regeln) werden in
bestimmten Folgen gewisse Codierungen vorgenom-
men. Durch das Links- bzw. Rechtsriicken und Nieder-,
schreiben von Symbolen in quadratischen Feldern wer-
den die Prozeduren ausgefuhrt. Beriicksichtigt werden
natiirlich die Anderungen, die einzelne Codierungen
bewirken.- Dies ist iiber die Organisationsstrukturen
moglich. In Turings Sprache klingt das wie folgt:

,Es kénnte sein, da bestimmte Verdnderungen zu einer
Anderung der allgemeinen Situation (der Maschine)
fiithren. Die allgemeinsten Operationen milssen daher
folgende sein: :

(A)Eine mdgliche Anderung des Symbols —a - mit einer
moglichen Anderung des allgemeinen Zustandes
(der Maschine).

(B) Eine mogliche Anderung — b — der beobachteten Qua-
drate mit einer méglichen Anderung des allgemeinen
Zustandes (der Maschine). S

Die tatsachlich durchgefithrte Operation ist bestimmt

durch den allgemeinen Zustand der Maschine und das
beobachtete Symbol. Im besonderen bestimmen sie den
Zustand der Maschine (= Struktur der Organisation)
nach der Operation”.*

Die zugrundeliegende Basis von Turings Arbeit bildet die

prézise Definition dessen, was der allgemeine Begriff ei-
nes Formalen Systems sein kann. Diese Prézisierung hat
Godel zuvor mit bisher nicht bekannter Exaktheit ‘ge-
liefert und dadurch {iberhaupt erst ermdglicht, daf
formale Beweise gefithrt werden konnen. Godel hat
1931 dargelegt, da die Existenz unentscheidbarer
arithmetischer Aussagen und die Nicht-Beweisbarkeit
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der Widerspruchsfreiheit eines Systems (im selben Sy-
stem) fUr jedes konsistente Formale System, welches ei-
nen bestimmten Umfang an endlicher Zahlentheorie be-
inhaltet, rigoros bewiesen werden kann.

Die sich daraus notwendigerweise ergebende und fiir die
Praxis hochst relevante Frage ist jedoch, ob es einen
Algorithmus gibt, der fiir beliebig vorgelegte Stze {iber-
prifen kann, ob sie in der Pradikatenlogik ableitbar und
daher berechenbar sind. Diese Frage wurde 1936 von
Alonzo Church (1903-1996) negativ beantwortet und
heiflt der Churchsche ,Unentscheidbarkeitssatz* (im
Unterschied zum Godelschen Unvollstandigkeitssatz,
der besagt, daf es wahre Formeln gibt, die nicht ableit-
bar sind).

Laut G&del lag nun Turings Leistung in der Prézisierung
des Begriffs des Formalen Systems durch den der ,Be-
rechenbarkeit”. Ein Formales System, bestehend aus
Symbolen und Regeln, wurde von Turing als jene
mechanische Prozedur bestimmt, welche beweisbare
Formeln produziert. Der Kern des Formalen Systems ist
also die mechanische Beweisbarkeit eines Teils seiner
wahren Sitze. So konnte Turing die Aquivalenz eines
Formalen Systems mit einer Maschine zeigen, der so-
genannten ,Turing-Maschine”, die den Begriff der Be-
rechenbarkeit umsetzt.

Da aber die Vernunft mehr ist als logisches Schlieffen
(was der mathematische Intuitionismus schon lange
behauptete), taucht auch bei der Turing-Maschine das-
selbe Problem der Unvollstandigkeit auf.

Der mathematische Intuitionismus leugnet die Mog-
lichkeit unendlicher Formalisierbarkeit, im Gegensatz
zum Finitismus sogar die Formalisierbarkeit des Un-
endlichen, und 146t daher Platz fiir andere Formen des
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Denkens. Er lehnt — im Gegensatz zu den Formalisten —
den Begriff des aktuell Unendlichen ab, da dieser prinzi-
piell nicht gegeben sein kann. Demgegentiber vertritt er
die Alternativmdglichkeit eines potentiell prozessualen
Unendlichen. Letzteres kann nie per se als Ganzheit be~
stimmt werden und schlieft daher die absclute Selbst-
referenz — den geschlossenen Kreis — aus. Die offenen
Moglichkeiten kénnen durch logisches Schliefen allein
nicht erfatt werden. (Siehe Kapitel 8.)

Wie es in jedem Formalen System Formeln geben kann,
die im System selbst unentscheidbar sind, so gibt es
auch bei jeder Turing-Maschine Prozeduren, die unbe-
rechenbar bleiben. >

Diese Beschrankungen des formalen Schliefens haben
viel Verwirrung ausgelost. Da viele Leute mit Gddel und
Turing tibereinstimmen, daf} das menschliche Gehirn im
Prinzip wie ein Digitalcomputer funktioniert, wurde die
verfiihrerische, aber fatale Frage nach den Grenzen des
Denkens mit denen nach der Mechanisjerbarkeit des

Denkens identifiziert. (Gédel war jedoch davon Uber-

zeugt, daf® das Gehirn nicht das gesamte Denken er-
zeugt, sondern daf der Geist eines Menschen mehr ist
als dessen Gehirnfunktion.)

Da die Formalen Beweissysteme der Logik eine voll-

standige Korrespondenz mit den Taring-Maschinen auf-

weisen, bedeutet das de facto, dafs Computer nie alle
mathematischen Wahrheiten beweisen konnen. Es ist
aber genauso fragwiirdig, ob wir Menschen dazu im-
stande sind.

,Um dies nachvollziehen zu konnen, versuchen Sie ein-
mal, sich Ihrer selbst und all Threr Gedanken vollig be-
wufdt zu sein. Puppig, werden Sie sagen, kein Problem.
Aber, warten Sie mal: Haben Sie, als Sie die Bestandsauf-
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nahme dessen, was in Ihrem Kopf vorgeht, machten, die
Tatigkeit der Uberpriifung Ihrer Gedanken mit einge-
schlossen? Und wenn Sie das jetzt hinzufligen, werden
Sie in der Lage sein, den Vorgang des Hinzufiigens mit-
einzuschlieffen?”*

Kurt Godel entwickelte seinen Satz zu einer Zeit, als
man noch allgemein glaubte, daf3 jedes Problem der Lo-
gik und Mathematik 18sbar sei.

Die Verschriankung von Mathematik und einer Meta-
mathematik zur Absicherung der ersteren fihrte zur
Relativierung Formaler Theorien.

So schrieb David Hilbert: ,Alles, was im bisherigen Sin-
ne Mathematik ausmacht, wird streng formalisiert,
sodaB die eigentliche Mathematik oder die Mathematik
im engeren Sinne zu einem Bestand an Formeln wird.
(...) Zu der eigentlichen so formalisierten Mathematik
kommt eine gewissermafien neue Mathematik, eine
Metamathematik, die zur Sicherung jener notwendig
ist, in der - im Gegensatz zu den rein formalen Schiufs-
weisen der eigentlichen Mathematik — das inhaltliche
Schliefen zur Anwendung kommt, aber lediglich zum
Nachweis der Widerspruchsfreiheit der Axiome. In die-
ser Metamathematik wird mit den Beweisen der eigent-
lichen Mathematik operiert ...”52

Dieses ﬁbergreifen der ,Objektsprache” auf die ,Meta-
sprache” fiihrte letztlich zu Godels Zurlckgreifen auf
das alte Liigner-Paradoxon (von vor 2000 Jahren) und
dessen Bedeutung in der modernen mathematischen
Logik. Godel selbst wies in seinem , Unvollstandigkeits-
aufsatz” auf diese Analogie hin.

Das Liigner-Paradoxon behauptet in einem Satz seine
Wahrheit und Unwahrheit: ,Epimenides, der Kreter,
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Tarski und Godel in
Wien, 1935

sagt, dafd alle Kreter liigen” oder in einer anderen Ver-
sion: ,Dieser Satz ist unwahr”. Ahnlich behauptet
Godels Satz seine Wahrheit und zugleich Unbeweisbar-
keit in einem. (Wire Beweisbarkeit gleich Wahrheit, wie
Hilbert dies wollte, dann wére Godels Satz dquivalent
zum Liigner-Paradoxon: wahr und unwahr zugleich.
Daher muf} Beweisbarkeit ungleich Wahrheit sein.)

Diese Verschrankung von. Objekt-
und Metasprache wurde in jenen
Jahren auch von Alfred Tarski, der
explizit auf Godel hinweist, behan-
delt: ,Man kann auf Grund der Me-
tasprache dann und nur dann
methodologisch korrekte und sach-
lich zutreffende Definitionen der
semantischen Begriffe angeben, wenn in der Metaspra-
che Variablen von hoheren logischen Typen vorkommen
als alle Variablen der Sprache, die den Gegenstand der
Untersuchung bildet.”** ST

In diesemn Punkt fliefen die mathematisch—logischen'

Widerspriiche der Mengenlehre, die bereits Bertrand
Russell (1872-1970) entdeckte, mit denen der formalen
Beweistheorie, ndmlich der notwendigen Trennung von
Objekt- und Metasprache, Mathematik und Meta-
mathematik, zusammen. T

Nachdem nun Godel den Begriff der Beweisbarkeit (als
Explikation des Formalen Systems) ins Zentrum rlckte,
wurde es im néchsten Schritt ndtig, die Berechenbarkeit
streng formal auszufiihren. Dabei bot sich als eines der
ersten Erklarungsmodelle die Rekursivitét in der Mathe-
matik an. Darunter versteht man die Mdglichkeit der
Produktion von Funktionen gemif eines vorgegebenen
fixen Schemas: Ausgehend von bestimmten Funktionen
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und Erzeugungsprinzipien kénnen neue Funktionen
hervorgebracht werden (wobei die abgeleiteten iiber-

prifbar sind und so neue Mdglichkeiten erforschbar
werden).

Gddels Lieblingsphilosoph Gottfried Wil-
helm Leibniz (1646-1716) trug mit sei-
ner Entwicklung der Differential-
rechnungen und den Beitrégen zu einer
mathematischen Logik entscheidend zur
Entdeckung der rekursiven Funktionen
bei. (Leibniz erfand den Begriff der
~Funktion”, der spiter von J. Dirichlet
ausgearbeitet wurde.) In beiden Fallen
handelt es sich bei Leibniz um Funktions-
berechnungen, die beginnend mit ,Aus-
gangsfunktionen” mittels bestimmter Reproduktions-
anweisungen neue Werte berechnen.

Auf der Suche nach Modellen fiir die routineméagigen
mentalen Aktivititen des Menschen mit Hilfe des Com-
puters wurde also (nach Begriffen: Wahrheit, Beweis-
barkeit, Berechenbarkeit, mechanische Prozedur) die re-
kursive Programmierung in der Informatik zu einem
zentralen Instrument. Bei der Modellierung der Welt
durch die Sprache kommt die Rekursion als Element der
Sprache schon vor und stellt ein starkes Werkzeug ihrer
Beschreibung dar. Bei der Abbildung des umgangs-
sprachlichen Reduktionsmodells auf eine Programmier-
sprache ist es daher fiir den Programmierer eine grofe
und genuine Hilfe, wenn er die sprachliche Rekursion
auch auf die Programmiersprache iibertragen kann.
{Dies ist besonders bei sehr komplexen Programmier-
systemen wertvoll, etwa in der Wissensprésentation bei
Expertensystemen, und begriindet den Erfolg der
logischen Programmierung in der Informatik.)
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Jacques Herbrand
beim Bergsteigen

Berechenbarkeit und Rekursivitit:

Auf Anregung von Jacques Herbrand, einem brillanten
franzosischen Mathematiker, der 1934 im Alter von 23
Jahren beim Bergsteigen todlich ver-
ungliickte, hat Godel 1933/34 als erster
die sogenannten rekursiven Funktionen
in der Mathematik explizit definiert. Sie
sind alle nach dem gleichen Schema auf-
gebaut: Ausgehend von- ganz elemen-
taren Grundoperationen (wie z.B. der
Addition oder der Multiplikation) gelan-
gen sie schliefflich durch systematisches
Zurtickgreifen auf bereits berechnete
Funktionswerte zu ihrem Ergebnis. >*

Die rekursiven Funktionen sind deshalb in der Mathe-
matik so wichtig, weil man ihren Wert Schritt fir
Schritt immer genauer berechnen kann. Man braucht
also nicht den exakten Wert in einem einzigen kompli-
zierten Rechenverfahren zu ermitteln. Es gentigt eine
schrittweise Anndherung nach Bedarf.

In der Informatik spielt dieses Verfahren heute eine ganz
grundlegende Rolle. Jeder Programmierer weiG, wasein
rekursiver Aufruf ist: ndmlich die Schieifen in einem
Unterprogramm. Mit den - Programmiersprachen: -
ALGOL und PASCAL wurde die strukturierte Prograrn-
mierung eingefithrt, bei der man - gleich einem System
ineinandergeschachtelter Boxen — eine Prozedur nach
der anderen abarbeiten und zu Ende fithren muf, ohne
in eine andere, dufiere, hinauszuspringen.

Am deutlichsten 1a8t sich die Abarbeitung eines solchen
Schachtelsystems (eines Stacks von Prozeduraufrufen)
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an Hand der Funktion ,Faktorielle” oder JFakultdt” er-
klaren:
Man definiert zumeist:

Fak(N) : N x Fak(N-1)
Fak(1): = 1

Als Beispiel wollen wir »Vier Faktorielle” berechnen.
Der Aufruf Y : = Fak(4) erzeugt nun vier Funktions-

aufrufe:
Fak (4): = 4x Fak(3)
Fak (3): = 3x Fak(2)
Fak (2): = 2% Fak(1)
Fak(1): = 1

Nach dem vierten Aufruf beim konkreten Wert 1 ange-
langt, wird der Stack wieder abgebaut und die Berech-
nung des Wertes Fak(4) durch ein Zurtckverlaufen der
Funktionsaufrufe erreicht:

Fak(2): = 2x1 = 2

Fak(3): = 3x2 = ¢

Fak(4): = 4x6 = 24
Y: = 24

(Im Gegensatz zu PASCAL kann man bei FORTRAN mit
seinen ,,GOTO”-Anweisungen wie bel alten Fluf-
diagrammen stets zu beliebigen Entry-Points des Pro-
grammes zuruckspnncen ) Die rekursive Programmie-
rung hat ihre Wurzeln in der Theorie der rekursiven
Funktionen, die aus einer Prézisierung des Begriffs der
Berechenbarkeit entstand.

In den 30er Jahren hat man versucht, verschiedene For-
male Modelle fiir den heuristischen Begriff der Be-
rechenbarkeit zu entwickeln.

Ein solches Modell ist die Turing-Berechenbarkeit: In ihr
ist eine Funktion y = f(x) Turing-berechenbar, wenn es
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eine Turing-Maschine M gibt, die fiir jeden beliebigen
Input x den gewtiinschten Output y hefert

Das Haupt-Modell ist die Mu—Rekur51v1tat welche heu-

* te nur kurz Rekursivitit genannt wird: Sie wird durch
Anwendung der kleinsten natiirlichen Zahl (= des Mii-
Operators) auf primitiv rekursive Gleichungen gewon-
nen. Doch davor werden zunéchst die primitiv rekur-
siven Funktionen als Vorstufe aus den Basisfunktionen
(Null, Identitat, Nachfolger) durch iterierte exakt fest—
gelegte Einsetzungsoperationen (inkl. Variablentausch
und Identifikationen sowie Dummy-Variablen) auf-
gebaut.

Man konnte, mathematisch exakt, die Aquivalenz der
beiden Begriffe Turing-Berechenbarkeit und Rekursivitat
darlegen, d.h., daR die rekursiven Funktionen genau die
Turing-berechenbaren sind. Mit anderen Worten, alle
rekursiven Funktionen der Mathematik kann man auch
auf einer Turing-Maschine berechnen. -

Ein weiteres Modell sind die allgemein rekursiven
Funktionen: Sie erlauben beliebige Einsetzungs-
schemata, wobei das Definiendum, nimlich die zu
definierende Funktion f (x, Y, Z, ...), auch im Definiens

vorkommen darf, jedoch die Parameter gewissen. Be-

schrankungen unterworfen sind (und umcekehrt)

Wieder ein anderes Modell bilden die Markov—Algo—"

rithmen: Ahnlich wie bei den Formalen Systemen wer-
den Funktionen durch ein Regelsystem gebildet, bei dem
Jedoch die Reihenfolge der Regelanwendungen festgelegt
ist, und die Regeln auch eine Stop-Regel beinhalten.

Alle diese Prézisierungen, obwohl sie von jeweils ganz

verschiedenen Ansétzen ausgingen und von verschie-

denen Personen durchgefihrt wurden, konnten als
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umfanggleich bewiesen werden, d. h., die von ihnen
erzeugten Mengen von Funktionen sind extensional
gleich.

Angesichts dieser Tatsache ist man lberzeugt, dag sie
den intuitiven Begriff der Berechenbarkeit adiquat be-
schreiben. Alonzo Church formulierte daher 1936 die
nach ihm benannte These, die nattirlich kein mathema-
tisch beweisbarer Satz ist: Eine Funktion ist genau dann
im naiven Sinne berechenbar, wenn sie rekursiv ist.

Diese Churchsche These spielt
in der Informatik eine zentrale
Rolle. Sie besagt in der Praxis:
Was Uberhaupt irgendwie be-
rechenbar ist, kann auch am
Computer ausgerechnet wer-
den. Und ein komplizierterer
Computer kann nicht mehr
Funktionen berechnen, son-
dern nur die berechenbaren
um einiges schneller.

Weiters haben die rekursiven Funktionen zusammen
mit dem von Alonzo Church entwickelten Lambda-Kal-
kil zur Entwicklung der Programmiersprache LISP ge-
fiihrt, die heute die wichtigste Programmiersprache der
Artifiziellen Intelligenz ist.

FUr den Bau der neuen Super-Computer der 5. Generati-
on wurde in Japan die. Programmiersprache PROLOG
als Basis gewahlt. PROLOG ist eine Abkirzung fiir ,Pro-
grammieren in Logik”, d.h., die formale Pridikaten-
logik selbst (genau genommen: der wichtigste Teil da-
von) wird als Programmiersprache verwendet. (Im
Unterschied dazu fithrten die klassischen Programmier-
sprachen im allgemeinen nur Kommandos und Proze-
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duren aus.) Godel hat im privaten Kreis wiederholt die
Verwendung der formalen Pradikatenlogik als P.ro-
grammiersprache gefordert, als noch kein Informa%t‘ﬂmr
an das Funktionieren dieser glaubte. Heute bildet c}xe lo-
gische Programmierung einen fundamentalen Bestand-
teil der Informatik.

Es gibt weitere Griinde, warum wir Kurt Godel — neben
Alan Turing und Johann von Neumann, dem Konstruk-
teur des ersten rohrengesteuerten programmierbaren
Grofrechners — als einen der Urviter der Artifiziellen
Intelligenz bezeichnen konnen. Er hat schon 193], (als
erster) das gemacht, was heute jedem Programmlfzrer
selbstverstandlich ist — ndmlich Probleme der Wirklich~
keit, die in der natiirlichen Sprache formulie;t sind, auf
Zahlen abzubilden. Man nennt diesen Vorgang heute
.Godelisierung”. (Siehe Kapitel 9)
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Die Diskussion {iber die Intelligenz von Maschinen und
Uber lernfahige Computer erhdlt ihre Basis durch die
Auseinandersetzung mit Godels Entdeckung und deren
Anwendung auf Computer. Das »Halteproblem* exem-
plifiziert beide Seiten der GSdelschen Leistung. Es be-
leuchtet aber auch das Hintergrundproblem, in dem die
Féden von Mathematik, Technik und Kultur zusam-
menlaufen.

Aus den im vorhergehenden Kapitel angefiihrten Griin-
den wird klar, warum wir den Gédelschen Beweis am
besten durch das Studium der Turing-Maschine ver-
stehen konnen.

Definition der Turing-Maschine:

Eine Turing-Maschine kann man sich am ehesten als
(digitalisiertes) Magnetophon vorstellen, das jedoch kei-
ne Musik wiedergibt, sondern Fostand s,

Ziffern vom Magnetband ab- _'i'_
liest oder darauf schreibt. Diese

T

Tatigkeit bildet einen Rechen-
vorgang ab. Eine korrekte Tu- 0|0

o[1]1]1]o]o]o]

ring-Maschine sollte so kon-
Zustand

Vom Band gelesenes Zeichen

struiert sein, dafs sie nach einer 0 1

endlichen Zeit zum Stillstand s‘_r:;_ 0.5,R 0,5,R

kommt. Nach Anhalten der 5 TR TR
Maschine bleibt ein Zeichen e ol -

Ss
auf dem Band stehen, welches |- 1| HAT HALT

das Rechenergebnis darstellt. @)

Das geschieht wie folgt: Die Turing-Maschine hat einen
bestimmten inneren Zustand, und der Lesekopf liest das
Zeichen, welches gerade auf dem Band direkt vor ihm
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Quadrupel

stehit. Dieses Paar aus dem (inneren) Zustand und dem
(&ufBeren) Zeichen bildet die Vorbedingung fiir den Be-
fehl.

Die Turing-Maschine kann zu den jeweﬂigenl Vorbe- -
dingungen den dazugehdrigen Befehl ausfithren und le-
fert ein Ergebnis. Ein Befehl ist eine mechanische oder
elektronische Anweisung, die aufgrund des Aufbaus der
Maschine durchgefithrt wird. So ein Befehl kann z.B.
lauten: Wenn die Turing-Maschine im Zustand Z ist
und gerade das Symbol 0 liest, dann soll sie in den Zu-
stand S {ibergehen und das Zeichen 1 drucken.

Die vierte Komponente, ndmlich
das Drucken einer Ziffer als Aus-
gabe, konnte auch ersetzt wer-
den, indem das Magnetband an-
gewiesen wird, einen Schritt
nach links oder einen Schritt
nach rechts zu gehen. Das
Wesentliche an so einem Befell, -
d.-h. um damit rechnen zu.
konnen, ist, daf er aus vier Teilen besteht. Er ist ein
Quadrupel.

Jedes Quadrupel eines Turing-Befehls besteht aus zwei
Paaren: Das erste ist die Vorbedingung, das zweite liefert
das Ergebnis. Beide Paare bestehen aus einern Zustand
(z.B. Z oder S) und einem Symbol (z.B. 0 oder A‘l,’bzw.' ’
der Anweisung, nach links oder rechts zu gehen).

Die Menge aller Befehle denken wir uns in einer Liste

angeordnet.
Ein einzelner Befehl kénnte so aussehen:

Von Zustand Rot und Eingabe 0 gehe Giber in den Zu-
stand Orange und Ausgabe 9.
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Ein anderer Befehl ware z. B.: Von Zustand Z und Einga-
be E gehe {iber in Situation S und Ausgabe A usw.

Die in der Liste angefiihrten Befehle werden — im Unter-
schied zu anderen moglichen Verfahren — unabhéngig
von ihrer Reihenfolge abgearbeitet. Ein und die gleiche
Vorbedingung darf daher nur dasselbe Ergebnis liefern,
damit die Maschine eindeutig weif3, was sie zu tun hat.
Da wir jeden Befehl nur einmal aufschreiben, darf daher
jede bestimmte Vorbedingung in der Liste nur einmal
vorkommen. Zwei Befehle mit der gleichen Vorbedin-
gung sind also nicht erlaubt.

Turing-Tafeln:

Die Liste aller Befehle einer Turing-Maschine nennen wir
ihre Turing-Tafeln, deren Kenntnis geniigt, um mit den
Turing-Maschinen exakt rechnen zu kénnen. Uns
interessieren natlrlich in erster Linie die korrekten
Turing-Maschinen, die nach Abarbeitung der Regeln
irgendwann einmal zum Stillstand kommen, weil kein
Befehl mehr auf der Liste ist. Zum Beispiel die Turing-
Maschine mit dem einzigen Befehl ,Z 0 S 1 kann, wenn
ihr Anfangszustand Z und die Startinschrift am Band O
ist, nur diesen einzigen Befehl ausfithren und in den
Zustand S mit Bandinschrift 1 {ibergehen. Dann halt die
Maschine an, da es fiir die Vorbedingung S 1 keinen wei-
teren Befehl in der Turing-Tafe] gibt.

Eine Turing-Maschine muf jedoch nicht immer anhal-
ten; z.B. die Turing-Maschine mit dem einzigen Befehl
.Z 0 Z Q" Startet diese Maschine im Anfangszustand Z
mit der Bandinschrift O (mit einem Band also, auf dem
der Lesekopf tiber der O steht), so bleibt sie im Zustand Z
und schreibt die O wieder an die gleiche Stelle aufs Band.
Das geht so weiter ohne Ende, da flir die Maschine nach
der Operation die gleichen Vorbedingungen da sind wie
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vor der Operation, namlich Zustand Z und Band-
inschrift 0.

Anstelle eines einzigen Befehls konnte eine endlos
weiterlaufende Turing-Maschine natiirlich auch eine
ganie Liste von Befehlen haben, die alle aufs gleiche hin-
auslaufen, ndmlich, daf der Endzustand identisch mit
einer der Vorbedingungen ist und daher eine endlose
Schleife entsteht.

Durch ,Godelisierung” der Turing-Tafel erhidlt man
weiters ihre Godelzahl, welche die Turing-Maschine
ebenfalls eindeutig charakterisiert.

Die ,Godelzahl” berechnen wir durch eine systematische
Zuordnung der Primzahlfaktoren zu Variablen, Satzen
und Beweisen der mathematischen Logik. So kénnen
wir mathematische Beweise mit arithmetischen Mitteln
genau strukturieren. Diese einheitliche mathematische
Sprache fiir Mathematik und Metamathematik erlaub-
te es Godel, einen Satz zu konstruieren, der, da beiden
Ebenen des Formalen Systems zugehorig, die Grenzen
der Methode selbst zeigen konnte. Sein Satz: ,Dieser
Satz.ist unbeweisbar” ist wahr und daher auch un-
beweisbar in einem, denn er konnte ihn inhaltlich verifi-
zieren, nicht aber formal beweisen.

JMit der Gédelisierung hat man also eine Aquivalenz
zwischen zwei Arten von . Aussagen gefunden, .ins-

besondere folgende: Jede Behauptung in der META-

SPRACHE, daf B ein Beweis von A ist, entspricht einer
Zahlenaussage C in der OBJEKTSPRACHE (der auch A
angehdrt), so dafd C besagt: 'Es existiert eine Zahlb, die
die Godelnummer einer Formelfolge ist, die ein Beweis B
von A ist.””%®

Wir konstruieren hier jedoch einen einfacheren Code als
die Gddelzahl, indem wir die Turing-Tafel einer Maschi-
ne als Liste von Zahlen vercoden. Jedem Befehl einer be-
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stimmten Tafel entspricht genau eine Zahl, die sich aus
dem Befehl eindeutig ausrechnen 1&%t: Schreibt man die
einzelnen Zahlen, die den Befehlen entsprechen, un-
mittelbar hintereinander und ohne Zwischenrdume auf,
erhalt man wieder eine Zahl, diesmal aber eine sehr lan-
ge, welche der Code dieser bestimmten Turing-Maschine
ist. Er sei z.B. 30717576 ...

Diese Zahl denken wir uns aufs Band einer besonderen
Turing-Maschine geschrieben, die wir ,Haltepriif-
maschine” (= HPM) nennen wollen. Sie soll priifen, ob
die andere Turing-Maschine mit dem Code 30717576
usw. korrekt ist (= bel einer beliebigen Eingabe auch
immer hélt). Dazu schreiben wir den Code auf das Band
der HPM und starten sie. Die Zahl, die dann auf dem
Band stehenbleibt — falls die HPM {iberhaupt hélt —, ist
dann das Rechenergebnis, welches uns dariiber Aus-
kunft erteilt, ob die gepriifte Turing-Maschine immer
anh&lt oder nicht.

Halteproblem und Unentscheidbarkeit:

Wir haben im Kapitel 7 die Korrespondenz von Gédels
Unvollstdndigkeitssatz im Formalen System - als
speziellen Fall der Churchen Unentscheidbarkeit — mit
der Unldsbarkeit von Turings Halteproblem vorgestellt.
Der Godelsche Beweis liefert jedoch nur eine Klasse (von
ganz speziell konstruierten) wahren S&tzen, die un-
entscheidbar sind. Die allgemeine Frage ist jedoch, ob es
{iberhaupt einen Algorithmus gibt, der fiir beliebig
vorgelegte Satze iiberpriifen kann, ob sie in der Pradi-
katenlogik ableitbar sind, bzw. wenn dies nicht der Fall
ist, dies ebenfalls feststellen kann. Diese Frage wurde
von Alonzo Church 1936 geldst und mit nein beant-
wortet.

Das Halteproblem ist nun folgendes: Gibt es eine univer-
selle Turing-Maschine (wir nennen sie hier Haltepriif-
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Universelle
Halteprifmaschine

(\J

1na§chine HPM, in der Praxis ist es aber ein Computer),
die flir jede beliebige Turing-Maschine priifen kann, ob
sie (bei beliebigern Input) immer anhalt odér nicht? Die
Denkunmoglichkeit einer solchen Haltepriifmaschine,

alse die Unldsbarkeit des Halteproblems, ist genau das

(in die Maschinensprache der Turing-Maschinen tber-
setzte) Aquivalent zum Churche’schen Unentscheidbar-
keitsproblem, das den Godelschen Unvollstandigkeits-
satz impliziert. :

Zu diesem Zweck konstruieren wir hier folgendes:

Der Code sei beispielsweise
1234567890 ..., weil diese
Zahlenfolge leicht zu merken
ist. Wenn nun dieser Code auf
dem Band geschrieben steht,
und die Maschine ihren eige-
nen Code liest, dann tritt der
Fall ein, daf® die universelle
HPM nicht anhalt, zugleich je-

anhalten miifite! Die HPM kann nur auf eine bestimm-
te Art und Weise aufgebaut sein, soda® man diesen Wi-
derspruch mit mathematischen Mitteln exakt beweisen
kann. Daher kann eine solche HPM nicht existieren.

Der Beweis des Halteproblems:

Da die Unltsbarkeit des Halteproblems (HP) eine Com-
puterversion der Unentscheidbarkeit in der mathemati- -

schen Logik ist, wollen wir einen reinen Computer-
beweis dieses Tatbestandes der Godelschen Entdeckung
fiihren:

Der genaue Beweis fiir die Unldsbarkeit des HP wird,
wie eben, mit dem , Trick” der Selbstreferenz gefiihrt, die
wir bereits in fritheren Kapiteln kennengelernt haben.
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Beim selbstreferentiellen Lesen
(= Lesen des eigenen Codes)
unterteilen wir alle Turing-
Maschinen in zwei Typen: in
Egoisten und Altruisten.

Wir definieren die Egoisten als
Maschinen, die beim Lesen des
eigenen Codes anhalten. Die
Altruisten definieren wir als
deren Gegenteil, also als
Turing-Maschinen, die beim
Lesen des Eigencodes endlos
weiterlaufen.

Aufserdem spalten wir die HPM
in zwei Teile auf und konstru-
ieren zwei halbe HPM: den
Checker und den Experimenta-
tor. Der Checker, welcher die
Egoisten erkennt, ist so gebaut,
dafy er anhélt, wenn er den
Code eines Egoisten liest.

Liest der Checker einen Altru-
istencode, dann lduft sein Band
weiter.
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Eingabe einer beliebigen TM simultan in Checker und
Experimentator

Das Gegenstiick zum Checker
ist der Experimentator, der die
Altruisten erkennen soll, in-
dem er (nur) beim Code eines
Altruisten anhalt.

Liest der Experimentator den
Code eines Egoisten, lauft sein
Band endlos weiter.

Wollen wir untersuchen, ob
eine beliebige Turing-Maschine
beim Lesen des Eigencodes an-

hilt oder nicht, miissen wir th-

ren Code simultan. beiden Tei-
len der HPM geben, denn eine
von ihnen miifdte anhalten.
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Wir konnen jedoch zeigen, daf
es den Experimentator gar
nicht geben kann! Und wir da-
her kein Mittel haben, die Al-
truisten zu erkennen. Wir stel-
len dazu die Frage: Ist der Ex-
perimentator ein Egoist?

Wir klonen (und verdoppeln
damit) den Experimentator
und stellen ihn in den linken
oberen Quadranten der Egoi-
sten: Er bleibt jedoch ein und
dieselbe Turing-Maschine. Als
Egoist mufite er beim Lesen
seines eigenen Codes das Band
anhalten. 5o sind die Egoisten
definiert. Laut seiner Definiti-
on als Experimentator mufite
er jedoch beim Lesen des Ego-
istencodes endlos weiterlaufen.
Sein Band soll also zugleich
anhalten und weiterlaufen!
Widerspruch.

Man kénnte nun glauben, er
sel ein Altruist. Weit gefehlt!
Wir verdoppeln ihn wieder,
und er bleibt die gleiche
Turing-Maschine, die ihren ei-
genen Code liefdt. Als Altruist
miifite er beirn Lesen des eige-
nen Codes endlos weiterlaufen.
(Denn Maschinen, die beim Le-
sen des Eigencodes stoppen,
sind ja Egoisten.) Als Experi-
mentator miifite er jedoch
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Experimentator als Altruist liefert Widerspruch

Experimentator kann weder Egoist noch Altruist sein,

daher denkunmdglich

beim Lesen des Altruistencodes
anhalten. So wurde . der
Experimentator definiert.

Wir finden einen analogen Wi-
derspruch wie vorher: Er
mifite weiterlaufen und zu-
gleich anhalten!

Eine universelle HPM ist daher
denkunmdglich. Als Quintes-
senz folgt daraus: Das HP ist
unlgsbar und fiir den Pro-
grammierer bedeutet das, dafs
es kein Computerprogramm
geben kann, das imstande ist
zu entscheiden, ob andere be-
liebig vorgelegte Programme
richtig oder falsch sind. Pro-
gramme mit Endlosschleifen
kénnen also nicht erkannt

werden. Das kdnnte nur eine Turing-Maschine, die wie
ein Orakel funktioniert. Sie miifte wie ein Gott allwis-
send sein oder alles erraten koénnen. o




9. Die Grundlagenkrise
-der Mathematik

Die hohere Exaktheit der modernen mathematischen
Logik wie auch die Widerspriiche der Mengenlehre
brachten eine Weiterentwicklung der Mathematik mit
sich, die den inspirierenden Hintergrund der Godeli-
sierung der Mathematik, deren Stellenwert und Folgen
beleuchten.

Ideengeschichtliches Vorfeld
des Godelschen Beweises:

Bereits Raimundus Lullus (ca. 1235-1315) hatte die
Vision, einen Calculus Ratiocinator zu erstellen.

Seit Leibniz und Boole wird die Mathematik als die Spra-
che der universellen Wahrheit und des richtigen Den-
kens gesucht. Zu Beginn des 20. Jahrhunderts ist dieser
Versuch, eine mathematisch-logische Antwort auf die
philosophische Frage nach der Wahrheit zu geben, selbst
hinterfragt worden. In den Entwicklungen und Aus-
einandersetzungen mit den eigenen Quellen ist die Ma-
thematik in eine Grundlagenkrise geschlittert. Im
wesentlichen ging es dabei um die Selbstbeziiglichkeit in
der Mengenlehre wie auch um die Antworten auf
Cantors Entdeckung des aktual Unendlichen.

So wurden die an den Urspriingen des Denkens lie-
genden Fragen nach Wahrheit und Logik (Epimenides-
Paradoxon, siehe Kapitel 7) und nach dem Status der
Welt am Schnittpunkt zwischen Endlichkeit und
Unendlichkeit (Parmenides ,Peiron-Apeiron”) neu ge-
stellt und mit exakten Mitteln des 20. Jahrhunderts neu
beantwortet.
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Gottlob Frege

Drei Schulen sind hauptséchlich aufgetreten, welche die
Probleme der Grundlagendiskussion zu l6sen vorgaben.

Der Logizismus:

Diese ‘Denkschule ist von zwei Platonisten begriindet
worden. Gottlob Frege (in Jena) und Bertrand Russell (in
Cambridge) benutzten die gleiche Methode zur Fundie-

rung der Mathematik, obwohl sie verschiedene Wege
gingen.

Es war deren gemeinsamer Anspruch,
die Mathematik auf die Logik zuriickzu-
fuhren. Doch als Frege sein berithmtes
Werk ,Die Grundgesetze der Arithme-
tik” (1893: 1. Band und 1903: 2. Band)
beendete, muflte er das niederschmet-
ternde Bekenntnis ablegen:

.Meine Anstrengungen, {iber das ins
Klare zu kommen, was man Zahl nennt,
haben zu einem Miferfolg gefiihrt. (...)
Ich habe die Meinung aufgeben miissen,

dafl die Arithmetik ein Zweig der Logik sel und daf} -

demgemaf in der Arithmetik alles rein logisch bewiesen
werden miisse.”>” ’

Es war jedoch seltsamerweise Russell, der Frege auf die
Widerspriiche aufmerksam machte, aber dennoch den-

selben Weg fortsetzte. Von Frege und Peano hatte Russell -

némlich die These der Logifizierung der Mathematik
{ibernommen. Eine rein analytisch abgeleitete Mathe-
matik sollte mdglich sein. (Unter ,analytischen Ur-
teilen” verstehen wir solche, in denen die Pradikate im-
plizite Bedeutungen des Subjekts explizieren; insofern
besteht eine bestimmte Ahnlichkeit zu den bereits in Ka-
pitel 7 genannten rekursiven Funktionen, die spater so
zentral werden sollten.)
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Schon in seinem Frithwerk ,Grundla-
gen der Arithmetik” (1884) wollte Frege
fir die Arithmetik (bzw. fir die
Zahlentheorie) eine rein logische Be-
grindung geben. Frege und Zermelo
haben gezeigt, wie die natiirlichen Zah-
len aus dem Nichts — d. h. aus der leeren
Menge - konstruiert werden konnen,
wenn die Operationen der Mengenlehre
angewandt werden.® So wiére die
Mathematik nur eine Fortsetzung der
Logik und damit Platonismus und phi-
losophischer Realismus.

Alfred North Whitehead und Bertrand Russell wollten
das gleiche Ziel beziiglich der ganzen Mathematik errei-
chen und versuchten dies in ihrer ,Principia Mathe-
matica” (1910). Zur gleichen Zeit als Kurt Gddel seine
Kindheit in Briinn verlebte, schrieben sie dieses Werk
von ca. 1000 Seiten, dessen Manuskript so schwer war,
daf es mit einem Pferdefuhrwerk zur Druckerei trans-
portiert werden mufite. Es war eben dieses Werk, das
Godel zum Ausgangspunkt seines beriihmt gewordenen
LUnvollstdndigkeitssatzes” nahm.

Lord Bertrand Russell war es auch, der 1902 in der ,nai-
ven” Mengenlehre Cantors den Grundwiderspruch ent-
deckte (der dann zur Weiterentwicklung der Mengen-
lehre in ihren verschiedenen Variationen gefiihrt hat):
Ist die Zusammenfassung aller Mengen, die sich nicht
selbst als Element enthalten, auch eine Menge? Laut
Cantor bildet jede Zusammenfassung wohlunter-
schiedener Objekte unseres Denkens und unserer
Anschauung eine Menge. Daher sollte auch die Zusam-
menfassung aller Mengen, die sich nicht selbst als Ele-
ment enthalten, eine Menge sein. Russell konnte jedoch
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aus dieser Tatsache rasch einen Widerspruch herleifeﬁ,
was bedeutet, daf die Naive Mengenlehre inkonsistent
ist. Die Selbstbeziiglichkeit, die Spannung zwischen
Sprache und Metasprache, wurde hier zum ersten Mal
thematisiert. Syntax und Semantik, Form und Inhalt,
gerieten hier zum offensichtlichen Widerspruch.

Russell formulierte seine berithmte Antinomie als die
Geschichte des Barbiers in einem englischen Dorf, der’
mit dem Biirgermeister einen Vertrag abschlo8, welcher
besagte, daf} der Barbier all j.ene Bewohner des Dorfes
rasieren soll, die sich nicht selbst rasieren. Zu Jahresen-
de verweigert der Birgermeister die Bezahlung mit der
Begriindung, der Barbier habe den Vertrag nicht erfiillt.
Er hitte sich selbst nicht rasieren diirfen. Denn laut Ver-
trag sollte er ja genau all jene Bewohner rasieren, die
sich nicht selbst rasieren. Daraus folgt jedoch, dafs er
nur diese Nicht-selbst-Rasierer bearbeiten darf. Selbst-
Rasierer, wie sich selbst, diirfe er nicht rasieren! JZu
dumm®”, &rgert sich der Bartscherer, ,ein zweites Mal
passiert mir das nicht!” und engagiert sich vom Nach-
bardorf den Rasierer, der ihn rasieren soll. Doch am Ende :
des Jahres verweigert der Biirgermeister abermals die
Bezahlung! ,Wieso?”, fragt der Barbier. Er hitte sich
selbst, laut Vertrag, rasieren missen, da er aber vom
Bartscherer des Nebendorfes rasiert wurde, gebiihre ihm
Kein Geld. Er war ja ein Nicht-selbst-Rasierer, und die
Notldsung mittels des anderen Barbiers ldse das Problem
nicht. Was soll er nun tun? Einen neuen Vertrag aus-
handeln? Aber auch ein anderer Vertrag ist unerfllbar,
wenn die Bedingungen selbst widerspriichlich sind.

Frege ergeht es wie diesem Handwerker in Russells Ge-
schichte. Da die in seinem System gesetzten Vorbedin-
gungen einander ausschliefoen, ist sein Programm des
Logizismus unerfiillbar und daher gescheitert.
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Nach der Russellschen Anti-
nomie wurden noch weitere
Antinomien bekannt, z. B.
die von Cesare Burali-Forti
(1861-1931), welche be-
sagt, dafl die Menge aller
Ordnungszahlen auf Grund
ihres Aufbaus auch eine
Ordnungszahl ist ~ und da-
her in sich selbst enthalten
sein musB. SchlieRlich ge-
stand auch Georg Cantor ( 1845-1918), daR er schon
1889 entdeckt hat, daR die Menge aller Mengen zu ei-
nem Widerspruch fiihrt, dies jedoch geheim gehalten
hat, damit die Mathematiker seine Mengenlehre nicht
ablehnen. Diese Antinomien, ndmlich die Kollektion von
Mengen zu Gesamtheiten, die keine Menge bilden kon-
nen, wurden dadurch aufgeldst, daf Zu-
sammenfassungen zunichst nur Klassen bilden und
daf von jeder Klasse extra festgelegt werden mug, da
sie eine Menge ist. (Falls das iiberhaupt mdglich ist: Die
Cantorsche Klasse aller Mengen ist dann keine Menge,
sondern eine Proper-Klasse.) Die Festsetzung von be-
stimmten Klassen als Mengen (z.B. der Klasse aller
nattrlichen Zahlen) geschieht durch Axiome (z.B.: Nist

eine Menge). Die axiomatische Mengenlehre war damit
geboren.

Zu den Begriindern und Wegbereitern der Denkschule
des Logizismus in Deutschland kénnen wir auch Ri~
chard Dedekind ( 1831-1916) und Karl Weierstra
(1815-1897) rechnen. Sie begannen Analysis und Geo-
metrie auf die Arithmetik zurlickzufiihren. Dedekind
war ein Freund Cantors und befaite sich, angeregt
durch diesen, mit Problemen der Mengenlehre und tran-
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skribierte die Zahlentheorie mittels der ,Quantoren” —
‘alle’ und ’es gibt’ —in die Logik. Die Mengenlehre, selbst
im Grenzbereich von Logik und Mathematik gelageft,
wurde so zur entscheidenden Stufe der Logifizierung -
der Mathematik.

Neben Jena und Cambridge war Wien, mit seiner Tradi-
tion von Bernhard Bolzano (1781-1848), die 3. Schule
des Logizismus. Dieser freidenkerische Theologe — 1813
erhielt er Lehrverbot, da ihn Metternich als Staatsfeind
betrachtete — war einer der Vordenker der Mengenlehre
und beschéftigte sich bereits in den 1851 posthum er-
schienenen ,Paradoxien des Unendlichen” mit den Fra-
gen, die dann 30 Jahre spater von Cantor ausformuliert

wurden.

~Auch Vertreter des ,Wiener Kreises” — besonders Rudolf

Carnap, ein Schiler von Frege und Lehrer -und
Gesprachspartner von Godel — und der frithe Wittgen- -
stein wollten die Mathematik auf die logischen Begriffe
zurilickfiihren.*® Beide — Carnap wie Wittgenstein —
koénnen daher wihrend dieser Phase ihrer Arbeit
Logizisten genannt werden.

Das Spezifische der Wiener Schule ist der Versuch, nicht
nur mathematische oder logische Sachverhalte zu
formalisieren, sondern Analoges flir den empirischen

Aufbau der Welt und unseres Wissens iber die Welt - :

leisten. Sie verwendeten logisché Modelle zu diesern
Zweck und entwickelten eine eigene logische Sprache
zZum Aufbau der Welt.

Die Analyse der Wissenschaften hat ja schon seit dem
19. Jahrhundert eine langbewahrte Tradition in Wien.
(Siehe Kapitel 4: Der Wiener Kreis.)

Durch das berlthmte Werk von Russell und Whitehead
hatte der Logizismus immerhin jene wichtige Léistung
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vollbracht, einen Grofteil der klassischen Mathematik
in ein einziges Formales System zu giefen. Durch die
klare Formalisierung kam man einem Beweis der Wider-
spruchsfreiheit naher, die das grofe Interesse Hilberts
war, von den Logizisten jedoch nie gefordert wurde.

Der Intuitionismus:

Nach der Schule der Logizisten bildete die Denk-
richtung des holldndischen Topologen Luitzen
Egbertus Jan Brouwer, in Amsterdam, den
zweiten bedeutenden Lésungsversuch der ma-
thematischen Grundlagenkrise.

Der Kritik Brouwers ging bereits im 19. Jahr-
hundert die Zurlickweisung der Mengenlehre
und ihres aktual Unendlichen durch L. XK.
Kronecker voraus. Wie Willard Van Orman
Quine feststellte: ,The modern controversy
between logicism and intuitionism arose, in fact, from
the disagreement over infinity . ¢

Wie wir bereits im 1. Kapitel sahen, brachten die
Nachforschungen rund um Euklids ,unendliches”
Parallelaxiom die grofe Wende der Geometrie zum
nicht-euklidischen Raum. Ahnliches erleben wir hier im
Bereich der Arithmetik.

Kronecker sagt dazu: ,Selbst der allgemeine Begriff einer
unendlichen Reihe (...) ist meines Erachtens nur mit
Vorbehalten zuldssig, da in jedem speziellen Falle auf
Grund des arithmetischen BILDUNGSGESETZES der
Glieder (...) gewisse Voraussetzungen als erfiillt nachge-
wiesen werden, welche die Reihen wie endliche Aus-
driicke anzuwenden gestatten.”¢'

(Die Frage nach der Konstruktionsmédglichkeit — con-

structability - bewegt bis heute die Geister der Mathe-
matik.)
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Die Geschlossenheit des aktual Unendlichen und dessen
Formulier- uid Aussagbarkeit in der formalen Sprache
waren die zentralen Punkte der Kritik Brouwers. Ihre
vom Nominalismus entsprungene Inspiration wurde
deutlich und klar in mathematischen Formeln und Aus-
sagen formuliert, und Brouwer entwickelte eine eigene
Zahlentheorie: ,Seit 1907 habe ich (...) folgende These
verteidigt: daf das KOMPREHENSIONSAXIOM, auf
Grund dessen alle Dinge, welche eine bestimmte Ei-
genschaft besitzen, zu einer Menge vereinigt werden,
(...) unzuldssig bzw. unbrauchbar sei, und der Mathe-
matik notwendig eine KONSTRUKTIVE Mengendefi-

"6

nition zugrunde gelegt werden misse.

Da uns der Bereich des Unendlichen nicht gegeben ist,
kodnnen wir daher a priori nicht die logischen Gesetze
darauf anwenden, noch viel weniger diese dazu bentit-
zen, eine axiomatisierte Theorie darauf aufzubauen.

Der wichtigste Baustein der intuitionistischen Kon-
struktion der Mathematik ist der Begriff der Einheit
bzw. ,Zweieinigkeit” (Brouwer). Die ganzen Zahlen
miissen als Einheiten behandelt werden, die sich nur
durch ihren Platz in der Reihe der ganzen Zahlen von-
einander unterscheiden. Die ,Zwei-einigkeit” bedeutet

das Moment des Klassifizierens bzw. Zéhléns in der. ‘Zgi‘t, L
des Konstruierens. Der Intuitionist vertritt daher den

Standpunkt, daR jede Aussage Gber eine unendliche

Struktur — und die Zahlen sind keine wohldefinierte -

Totalitdt — nur auf der Basis verifizierbarer Aussagen be~
wiesen werden kann. Solche Aussagen kénnen entwe-
der {iber einen endlichen Teil dieser Struktur gemacht
werden oder {iber die Regeln fiir die Produktion aller
Zahlen bzw. unendlicher Teilstrukturen (aus den end-
lichen Anfangen einer unendlichen Struktur).
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Die einzelnen Schulen des Intuitionismus (Luitzen
Egbertus Jan Brouwer, Arend Heyting, Hermann Weyl,
Oskar Becker) gehen davon aus, daR wir durch keine
endliche Anzahl von Axiomen all das charakterisieren
konnen, was wir intuitiv als korrekte Beweismethoden
anerkennen.

In seiner Wiener Rede (1928) unterlieR es Brouwer daher
nicht, noch einmal auf die Unzuverldssigkeit der Spra-
che hinzuweisen und die Freiheit des Geistes
hervorzuheben. Gddel besuchte diesen Vor-
trag, und Brouwers Rede klang bereits wie
die Hauptvariante der Auslegung des Godel-
schen Satzes. Nach Brouwer konnen alle
Definitionstypen und Beweismuster unend-
lich vermehrt werden, sodaf deren Kon-
struktionsregeln nie abgeschlossen werden
konnen, ganz zu schweigen von deren
axiomatisierter Formalisierbarkeit. Aufer-
dem hat Brouwer Karl Menger so beeinfluft,
da® er zu ihm nach Amsterdam als Assistent

ging.

Der Formalismus:

Diese Schule (David Hilbert, Johann von Neumann,
Haskell B. Curry) fordert als héchstes Ideal einen Beweis
fir die Widerspruchsfreiheit und die Methodenreinheit.
Die von Russell aufgezeigten Probleme blieben bestehen,
und Hilbert suchte nach einem neuen Weg der L&sung.
Einerseits waren die rein logischen Ldsungen als wider-
sprichlich erkannt, andererseits formulierte Hilbert:
~Aus diesem Paradies, das Cantor uns geschaffen hat,
soll uns niemand vertreiben kénnen.” ¢

Der Weg, den David Hilbert in Gottingen beschritt, bau-
te auf der zentralen Forderung nach Widerspruchs-

Menger und DePauli
in Kirchberg am
Wechsel, 1978

O
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freiheit auf. ,Es ist notig, durchwegs dieselbe Sicherheit
des SchlieRens herzustellen, wie sie in der gewdhnlichen
niederen Zahlentheorie vorhanden ist, an der niemand
zweifelt, und wo die Widerspriiche und Paradoxien nur
durch unsere Unaufmerksamkeit entstehen”. ¢

Das wollte Hilbert erreichen, indem er in den Formalen
Systemen, die er wohl von Frege und Russell ibernom-
men hatte, nur endlich grofle Satze und endlich lange
Bewejsflilhrungen zuliefs. Das Transfinite wurde nur
zugelassen, wenn es mit endlichen und konstruktiven
Beweisen erzeugt werden konnte. Es muften daher die
Inhalte so formalisiert werden, daf sie mit finiten Mit-
teln als widerspruchsfrei bewiesen werden konnten.

Unter finiten Mitteln versteht man im wesentlichen sol-
che, die entweder der Aussagenlogik entstammen, oder
wo die transfiniten Schlufweisen der Pradikatenlogik
beseitigt oder stark eingeschrankt sind (z. B. auf rekur-
siv aufzahlbare Axiomensysteme).

Finit ist hier also ein Terminus Technicus mit einer
prézisen Bedeutung. Da im Englischen ,finite” jédoch
schlicht und einfach ,endlich” heifit, hat Stephen Cole
Kleene vorgeschlagen, statt dessen ,finitary” zu ver-
wenden, welcher Konvention auch wir uns anschlieffen

wollen, und von nun an ,finitér” oder ,finitistisch” sa-

gen werden.

Hilbert verlagerte also den Schwerpunkt der Aussagen
auf die Beweismethoden: ,An Stelle der Aussagen Uber
Zahlzeichen treten Formeln, die ihrerseits nun konkrete
Objekte einer anschaulichen Betrachtung sind; und an
die Stelle des inhaltlich zahlentheoretischen Beweises
tritt die Ableitung einer Formel aus einer anderen For-

mel nach gewissen Regeln.”
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In dieser Denkweise wurden die Kalkiile der Pradikaten-
logik entwickelt und auf deren Widerspruchsfreiheit
und Vollstandigkeit hin untersucht. Dabei wurde unter
Widerspruchsfreiheit folgendes verstanden: Entweder
kann eine Aussage abgeleitet werden oder deren Nega-
tion, jedoch nicht beide. Unter Vollstandigkeit ist die
,Umbkehr” der Widerspruchsfreiheit zu verstehen, d. h.,
daf jede sinnvoll formulierbare Aussage entweder be-
wiesen oder widerlegt werden kann. Die Pradikatenlogik
wére damit die Beweis-Maschinerie, mit der die wich-
tigsten klassischen mathematischen Disziplinen (wie
Zahlentheorie, Algebra, Analysis, etc.) untersucht wer-
den konnen, indem man deren Axiomensysteme der
Préadikatenlogik anfligt. Damit verlagert sich die Frage
nach der Vollstandigkeit und Widerspruchsfreiheit der
Disziplinen.

Hilberts Hauptproblem war also der Beweis der Gliltig-
keit der transfiniten Beweisfithrung von einem
finitistischen Standpunkt aus. In der Beseitigung der
transfiniten Schliisse aus den Beweisen (von Formeln,
die sehr woh! infinite Symbole enthalten durften) sah er
diese Moglichkeit. Denn wenn schon der Gehalt einer
klassischen mathematischen Aussage nicht immer
finitdr verifiziert werden kann, so kdnnte es (hoffent-
lich!) zumindest ihre Widerspruchsfreiheit.

Er betrachtete die klassische Mathematik rein syntak-
tisch als ein kombinatorisches Spiel mit primitiven
Svmbolen, und er bestimmcte in einer finitdren Weise, zu
welchen Kombinationen von komplexen Symbolen die
Konstruktionsmethoden oder Beweise fiithren.

Darin aber lag die Wurzel des Problems, denn syntakti-
sche Widerspruchsfreiheit und Vollstandigkeit beweisen
noch keine semantische Vollstdndigkeit. Diese besagt
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namlich, daf jede Aussage, die nicht aus dem Formalen
System ableitbar ist (also im formalen Sinne nicht als
wahr bewiesen werden kann), wenigstens als wider-
spruchsvoll aufgezeigt werden muf, also semantisch
widerspriichlich ist.

Die Beweismaschinerie der Pradikatenlogik besteht aus
Axiomen und Ableitungsregeln. Hinzu kommen eine
Reihe von Hilfswerkzeugen wie z.B. die Definitions-
hierarchie. Diese drei Komponenten bilden die Syntax
der Pradikatenlogik, welche die Bezichungen zwischen
den Symbolen regelt. IThr Gegenstlick ist die Semantik;
diese behandelt die Beziehungen der inhaltlichen Begriffe
der Pradikatenlogik (wie z. B. Allgemeingiiltigkeit, Er-
fiillbarkeit, logische Folgerung, Interpretation, Modell
etc.) untereinander sowie deren Verhaltnis zur Syntax.

Der zentrale Begriff der Syntax ist die Ableitbarkeit einer
Aussage. Der zentrale Begriff der Semantik ist die
Allgemeingiiltigkeit einer Aussage. (Das ist dann der
Fall, wenn die Aussage {iber jeder Struktur giiltig ist. Ist
sie nur iiber einer oder mehreren Strukturen giiltig,
nicht aber {iber allen, sagt man, sie ist erfiillbar oder be-
sitzt ein Modell. Ist eine Aussage allgemeingiltig, so ist
ihre Negation nicht erftllbar, das heifst also, es gibt kein
Modell dafiir.) Jedes verniinftige Beweissystem muf die
Forderung erfullen, daft-darin nur allg emeingiiltige For-.
meln abgeleitet werden kdnnen: Wenn etwas ableitbar
ist, muf es auch allgemeingtiiltig sein. Das nennt man
Korrektheit. Die umgekehrte Forderung aber ist die, dafs
alle allgemeingiltigen Formeln auch ableitbar sein sol-
len. Das ist die Vollstandigkeit.

Ein erster Vollstandigkeitsbeweis fiir die Pradikatenlogik
erster. Stufe war Leopold Lowenheim 1915 in seinem
Aufsatz ,Uber die Mbglichkeiten im Relativkalkil”
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gelungen. Er zeigte, daf ein
wohlgeformter Satz, der im
unendlichen Bereich (bzw. in
einer Struktur dariiber) giiltig
ist, auch im abz#&hlbaren Be-
reich giiltig ist und daher ein
Modell hat. Herbrand und
Behmann, besonders jedoch
Skolem verbesserten diesen Be-
weis. Skolem nahm dadurch
bereits 1922 Godels Vollstan-
digkeitsresultat von 1930 im-
plizit vorweg.

Godel zeigte die Vollstandigkeit

der Prédikatenlogik durch die

Konstruktion eines ,maximal

widerspruchsfreien” Modells, wo immer wieder neue
Formeln zu bereits konstruierten Mengen hinzugefiigt
werden konnen. Dieser infinitdre Konstruktionsprozef
ist jedoch micht konstruktiv. Das heiRt, im vorher er-
wiéhnten Sinne, letztlich nicht durch ein endliches Ver-
fahren erzeugbar.

Es war damals keineswegs selbstverstandlich, ob das
Godelsche Resultat — wegen des Fehlens der effektiven
Konstruierbarkeit — auch von den fithrenden Mathema-
tikern seiner Zeit anerkannt werden wiirde. Diese Arbeit
war Godels Dissertationsleistung und wurde im Okto-
ber 1929 approbiert und 1930 in den , Monatsheften fiir
Mathematik und Physik” mit dem Titel ,Die Vollstan-
digkeit der Axiome des logischen Funktionenkalkiils
verdffentlicht. '

Godel selbst dufserte sich zum Disput mit Skolem am
14. August 1964: ,Was Skolem gerechterweise hitte

Gode! zur Zeit der
Arbeitan seiner
Dissertation

beanspruchen kdnnen, aber offensichtlich nicht tat, ist,
daf’ er in seiner Arbeit von 1922 implizit bewiesen hat:
Entweder A ist nicht beweisbar, oder nicht-A ist erfill-
bar (giiltig in einer bestimmten Struktur). Jedoch, da er
dieses Resultat nicht klar formulierte (und es auch thm
selbst nicht ganz klar war), scheint dieses Resultat voll-
kommen unbekannt geblieben zu sein, was auch aus
der Tatsache folgt, dafd Hilbert und Ackermann in threm
Buch von 1928 (,Grundziige der theoretischen Logik”)
es in Beziehung auf ihre Vollstandigkeit nicht erwéah-
nen.”s¢

Gddels Unvollstandigkeitsbeweis:

Durch Hilberts Finitismus hatte also eine Akzent-
verschiebung von der Frage nach der Wahrheit einer
mathematischen Aussage zu ihrer Entscheidbarkeit
bzw. formalen Beweisbarkeit innerhalb eines konsisten-
ten Systems stattgefunden. Wie wir gesehen haben, ver-
bindet Hilbert Mathematik und metamathematische
Beweistheorie, um die Frage infinitérer Aussagen zu 16-
sen. :

Die formale Unbeweisbarkeit von falschen Aussagen —
z.B. der Formel 1 = 2 — durch diese Methoden wird
Konsistenz (= Semantische Widerspruchsfreiheit) ge-

nannt. (Dieses Problem 148t sich auch syntaktisch for- . -
mulieren: Wenn wir ein Formales System haber, das'so.
wreit entwickelt ist, dal wir es axiomatisieren kénnen,

dann besteht dessen Konsistenzproblem nur mehr dar-
in, aufzuspliren, ob es mindestens eine Aussage gibt, die
nicht ableitbar ist. Denn wegen ,Ex falso quodlibet”
wiéren aus einem inkonsistenten System alle Aussagen
ableitbar.)

Nach dem Beweis der Vollstandigkeit der Pradikaten-
logik hat die mathematische Gemeinschaft allgemein
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erwartet, daf nun auch bald die Vollstdndigkeit der
Arithmetik (und spédter auch die der axiomatischen
Mengenlehre und iiberhaupt der gesamten Mathematik)
gezeigt werden kann.

Umgekehrt: Um die Unvollstandigkeit der Arithmetik
zu zeigen (wie Godel dies wollte), braucht man (ebenso
wie bei der syntaktischen Konsistenz) mindestens einen
Satz, der nicht ableitbar ist, im Gegensatz zu vorher
aber zusétzlich wahr ist. (Dadurch wird das Formale
System zwar nicht unbrauchbar, jedoch nur beschrankt
verwendbar.) Genau das aber gelang Gédel mit der Kon-
struktion seines Satzes G, und. er bewies damit, da®
Ableitbarkeit verschieden von Wahrheit (= Allgemein-
gliltigkeit oder Gliltigkeit bei allen Interpretationen) ist.

Der Satz G ist ein objektsprachlicher Satz der Arith-
metik, der bei threr Standard-Interpretation via Godeli-
sierung seine eigene Unableitbarkeit bedeutet.

GOdel fing sein Studium des Hilbertschen Programms
etwa 1928 an. Einer seiner wichtigsten Inspiratoren
war sein Lehrer Carnap, da dieser schon vor Gddel daran
interessiert war, zwecks einer exakten Analyse der Ma-
thematik ein Begriffssystem zu schaffen, das moglichst
die gesamte klassische Mathematik umfassen sollte.

Das war bereits in Hilberts Programm eingeschlossen.
Nur haben sich Hilbert und seine Schule zu wenig tiber-
legt, ob die sprachlichen Mittel, die sie von den finitéiren
Vorlagen Freges und Russells {ibernommen hatten,
wirklich flir thre Zwecke ausreichten. ¢” SchlieRlich hat-
ten sich ja Frege und Russell keinen Widerspruchs-
freiheitsbeweis vorgenommen. Fiir ihre Zwecke war die
Vollsténdigkeit der Formalisierung auch nicht wesent-
lich. Sie wollten die Mathematik logisch fundieren, stell-
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ten aber angesichts der Paradoxien des Unendlichen kei-
ne Absolutheitsanspriiche bezliglich ihrer Beweise.

In der Formalsprache gibt es nur abzihlbar viele For-
méln, in der mathematischen Realitdt aber Giberabzdhl-
bar viele Objekte (z.B. die Menge der Teellen: Zahlen,
und die waren ja Cantors Ausgangspunkt fir seine
Theorie verschiedener Unendlichkeiten, bzw. Machtig-
keiten, wie er sie nannte).

Unter Abzahlbarkeit einer Menge versteht man die
Moglichkeit ihrer eindeutigen Abbildung auf die Menge
der natlrlichen Zahlen N, der ,ersten Machtigkeit”.
Diese Abbildung mittels einer Funktion wird Abzihlung
genannt. Cantor konnte in seinem (zweiten) Dia-
gonalverfahren beweisen, daff die Menge der reellen
Zahlen oder die Punkte auf einer Kurve nicht abzahlbar,
d. h. Giberabzdhlbar sind. Von daher war es unmdoglich,
sie auf die Menge der unendlichen Reihe der natiirlichen
Zahlen abzubilden. Deshalb hat die Menge der reellen
Zahlen eine héhere Machtigkeit als die der natiirlichen
Zahlen. Die Menge ist intuitiv gegeben, kann aber nicht
effektiv konstruiert werden. Die Mannigfaltigkeit der
mathematischen Intuition mit ihren {iberabzéhlbar vie-
len Zahlen ibersteigt daher die Mdglichkeit ihrer for-
malen Aussagbarkeit, wegen den niur abzihlbar vielen”
Formeln. Da fiir jede reelle Zahl r ihre Identitat mit sich
selbst (r = 1) gilt, hat man {iberabzihlbar viele wahre
Sachverhalte, jedoch nur abzéhlbar viele davon kénnen
in der Sprache der Pradikatenlogik ausgedriickt werden.

Es muR daher mindestens einen wahren Satz geben, der
nicht in der Sprache vorkommt und umso weniger ab-
leitbar ist. Als Platonist war Godel das vollig klar. Dar-
aus aber folgt sofort die Unvollstdndigkeit der Formalen
Systeme von Hilberts Finitismus.
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G&del selbst erwahnte diesen Zusammenhang 1931 in
einem Brief an Zermelo. % Jedoch fiir Hilbert war eine
solche platonistische Argumentation nicht hinreichend.
Godel mufite daher eine Konstruktionsmethode fiir die-
sen wahren und formal unbeweisbaren Satz liefern,
was er auch tat. Durch seine Widerlegung des Hilbert-
schen Programms sieht es so aus, als ob Gédel Intui-
tionist wire (insbesonders weil wir ja wissen, daf er
stark von Brouwer beeinflut war). Trotz allem war
dies nicht Godels Hauptinteresse, denn sonst wire zwi-
schen seiner Position und der Kroneckers — mit seiner
Pauschalzuriickweisung der Mengenlehre — kein allzu
grofer Unterschied gewesen.

Gddels Frage war, ob sich alle mathematischen Sachver-
halte, insbesondere die der Zahlentheorie, in irgendeinen
finitdren Sprachformalismus abbilden lassen. Und
nachdem sich Hilberts Formalismus als zu eng erwie-
sen hatte (auf Grund von Goédels Unvollstédndigkeit),
sollte (nach G&dels Ansicht) der finitére Standpunkt
eben erweitert werden.

Ein &hnliches Argument wie jenes, das Godel in seinem
Brief an Zermelo beschrieb, hatte bereits 1926 der
Mathematiker Paul Finsler (der bei Caratheodory und
Hilbert studiert hatte und selbst ein Platonist wie Gddel
war) in einem Aufsatz verwendet. Er hat darin deutlich
gemacht, wie das Diagonalverfahren zur Widerlegung
des Hilbertschen Programms angewandt werden kann.

Finsler hatte auch schon erkannt, dag es die tiberzeu-
gendste Widerlegung der formalen Methode sei, selbst
einen Satz zu konstruieren, der nachweislich aufgrund
seiner Konstruktionsmerkmale formal unentscheidbar
ist. Finsler hatte also die Frage nach der Wider-
spruchsfreihieit mit dem Problem der Entscheidbarkeit

Die Grundlagenkrise der Mathematik

verkniipft. Im Gegensatz zu Gddel konstruierte er je-
doch einen Satz, der widerspruchsfrei, aber logisch
falsch war (bzw. obwohl falsch, formal unentscheidbar
war).

Finslers Arbeit aber ermangelte einer formalen Darstel-
lung und setzte sich nicht durch. Der Grund dafiir war,
daf Finsler — in diesern technischen Punkt dhnlich wie
die Intuitionisten — die Hilbertsche Methode von aufen
attackierte. Sein Bezug auf die ,,Antidiagonéle” verdankt
seine Beweiskraft den (bereits vorausgesetzten) unendli-
chen Mengen Cantors.

Finsler ging von der Infinitheit aus und konstruierte ei-
nen Satz, der das finitire System sprengen sollte.

~Diese Moglichkeit liegt nun bei dem Axiomensystem
der reellen Zahlen tatsachlich vor (...), falls die fiir die
formalen Beweise zu verwendenden Zeichen nur in end-
licher oder abzihlbar unendlicher Anzahl vorhanden
sind. (...) Es kann dann im Ganzen nur abzghlbar viele
formale Beweise geben. (...) Aus dem Axiomensystem
der reellen Zahlen folgen aber rein logisch mehr als
abzahlbar viele Satze.” ¢®

So miflang es Finsler, einen finitdren Unvollstdndig-
keitssatz zu erbringen. Das aber war genau das Ziel des
25jéhrigen Godel, der in seinen Bemithungen auch gf—'
folgreich war.

Ein Konstruktivist oder Intuitionist wie Brouwer wiirde
die Verwendung einer unendlichen Menge tiberhaupt als
sinnlos ablehnen. Es ist daher erstaunlich, daf Brouwer,
aber auch Hermann Weyl die Entdeckung Godels als
vorhersehbar qualifizierten, denn nach deren Meinung
lag das Grundiibel bereits in der Voraussetzung eines ge-
gebenen aktual Unendlichen. ,Ein zum Unendlichen hin
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offenes Feld von Mdglichkeiten ist fiir ein geschlossenes
Gebiet von in sich selbst existierenden Dingen gehalten
worden.” 7

Auch Hilbert war dem aktual Unendlichen gegentiiber
skeptisch, nur versuchte er dieses dennoch zu beweisen.
An diesemn Punkt der formalen Beweisbarkeit setzte
auch Godel an, der ja keineswegs ein Intuitionist war.

Er traf somit das Hilbertsche Programm im innersten
Kern. Die Bereinigung der Grundlagenkrise durch
Goédels Theorem der Unvollstdndigkeit lie€ den
jahrtausendelangen Traum der Reinheit (= Wider-
spruchslosigkeit) der Mathematik, von Aristoteles bis
Hilbert, zerschellen. Das Thema selbst verlor an Inter-
esse, da sich neue Problemstellungen daraus ergaben.
Nach der ersten Welle der Rezeption erfuhr ,Godels Be-
weis” in den 60er Jahren im Gefolge des Diskurses Uber
die Computerkultur eine zweite Wirkungswelle. (Siehe
Kapitel 11) Erneut an Bedeutung gewinnt er heute in der
theoretischen Informatik: Als ,limitations-theorem”
verweist er auf die Grenzen der Programmierbarkeit
(bzw. Formalisierbarkeit und daher Berechenbarkeit)
unserer menschlichen Probleme.
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10. Kosmologie

Godel, der sein Studium als theoretischer Physiker be-
gann, widmete sich insbesondere in den 40cr und 50er
Jahren — inspiriert durch die enge Freundschaft mit Ein-
stein — Fragen der allgemeinen Relativitdtstheorie und
der im unendlichen Band sich zuriickschliefenden Zeit.
Seine wissenschaftlichen und philosophischen Interes-
sen verbanden sich zur Vision einer Zeitreise.

Die Grundlage der Speziellen Relativitétstheorie (SRT)
bildet die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit. Das be-
deutet, da® jeder Beobachter (im Vakuum) far Licht die
gleiche Geschwindigkeit mifst. .

Dem entspricht in der Allgemeinen Relativitdtstheorie
(ART) — deren Thema der Zusammenhang zwischen
dem Trigheitsgesetz und dem Gravitationsgesetz ist -
die Vorstellung, da® lokale Vorgénge in kleinen Raum-
Zeit-Bereichen in beschleunigten Bezugssystemen nicht
von denen in einem Gravitationsfeld zu unterscheiden
sind (,beschleunigt” ist relativ zum ,ruhenden” Beob-
achterposten).” '

Beschreibt man jedoch die Welt in Raum- und Zeit-Di-
mensionen (und die Gravitation als Folge der Raum-
Zeit-Verkriimmung), dann ist die Zentralthese der ART/
daR man ein 4-dimensionales Raum-Zeit-Kontinuum-
bendtigt™, welches jenseits unserer Ublichen Vorstellun-

gén liegt.

Wir kdnnen uns diesem metaphorisch néhern, indem
wir uns die Zeitdimension mit Hans Reichenbach™ als
Farbe vorstellen. Jedes 4-dimensionale physikalische
Objekt ist durch Verdnderungen seiner Farbe und seiner
Position im Raum charakterisierbar. Zwei Objekte kon-
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nen nur dann interagieren, wenn sie in Raum und Farbe
Ubereinstimmen. Kdrper mit verschiedenen Farben wiir-
den einander ohne BeeinfluBung durchdringen. Ein
Schwarm von roten Fliegen, der in einer roten Glaskugel
eingeschlossen ist, kann dennoch daraus entkommen,
indem er seine Farbe zu Blau wechselt und die rote Kugel

/ /

7| 0L

verlaft.
Ohne diese bildliche Ann&herung kénnen wir uns Ob-

jekte im 4-dimensionalen Raum als Hyperwiirfel, als
Wiirfel im Wiirfel, veranschaulichen.™

Die Geometrie im 4-dimensionalen Raumn-Zeit-Gefiige
entspricht aber nicht mehr der Euklidischen Geometrie,
sondern der Pseudo-Riemannschen Geometrie, wo
Raum und Zeit gekriimmt sind. Das heift nicht, da
unser 3-dimensionaler Raum in einem mehrdimensio-
nalen Raum eingebettet ist, sondern nur, daf die Gesetz-
méfdigkeiten der Euklidischen Geometrie nur in kleinen
Raum-Zeit-Dimensionen gelten, aber in kosmischen Di-
mensionen Abweichungen erfahren.

In einer Nicht-Euklidischen Geometrie ist der Begriff der
Geraden nicht mehr definiert. Man muf ihn zum Be-
griff der geodatischen Linie verallgemeinern. Sie ist die
kirzeste Verbindungslinie zwischen zwel Welt-
punkten.” Der kiirzeste Weg zwischen zwei Punkten

Konstruktion des
Hyperwirfels

Kosmologie

Physikalische Bahnen:

(a) Bewegung mit
konstanter
Geschwindigkeit,
Weltlinie ist Geodate,
(b) Weltlinie einer
beschleunigten
Bewegung

LEine Geodate auf der

Erde wird GroBkreis
genannt und ist die
kirzeste Verbindung
zwischen zwei
Punkten."™

auf einer Kugel ist ein Bogen auf einem
Meridian. Deshalb fliegen die Flugzeuge
auch iiber die Polarroute, um von Europa
nach Japan zu kommen. Der Ubergang
von der SRT zur ART besteht in der
Beriicksichtigung der Schwerkraft als
spezifische ,reale” Dimension der ge-
kriimmten Raum-Zeit-Strukturen. Der
kiirzeste Weg zwischen zwel Welt-
punkten in einem Gravitationsfeld ist da-
her auch eine Kurve.

Mit den Worten Leopold Infelds, dem
langjéhrigen Mitarbeiter von Albert Ein-
stein: ,Die Geometrie unserer Welt wird
durch das Schwerefeld gekennzeichnet.
Eine Gummiebene kann bei Beanspruchung durch du-
Rere Krifte verformt werden. Ebenso verformen be-
wegte Massen unsere Raum-Zeit. Geometrie und Gravi-
tation werden synonym. Sie werden durch die Ver-
teilung der Massen und ihrer Geschwindigkeiten be-
stimmdt.” 7 :

GroBkreis




Einstein konnte daher
Gravitations- und Trag-

heitsgesetz in einem Satz
zusammenfassen:  Ein
Massepunkt, der nicht
anderen als Gravitations-
gesetzen  unterworfen
ist, bewegt sich im
Raum-~Zeit-Kontinuum
langs einer geodtischen
Linie.

Kurt Godel — ein mathematischer Mythos

.Das Licht eines fernen Sternes, das auf seiner Reise
durchs Universum in die Nahe der Sonne geriete, wirde
um einen klginen Winkel abgelenkt werden, sodaf der
Stern fiir einen Beobachter auf der Erde in einer anderen
Position zu stehen schiene. "™

Eine Weltlinie ist die Darstellung einer Bewegung eines Physyke;jéi;}
Massepunktes im 4-dimensionalen Raum-Zeit-Koor- FoeE
dinatensystem.

Das Licht breitet sich als

Photonen aus. In unserer

euklidischen Vorstellung Lichtblitzim

breiten sich die Photonen
eines Lichtblitzes von sei-
nem Mittelpunkt kugel-
férmig aus.

Euklidischen 3-D-Raum

In unserer Raum-Zeit-Darstellung (hier auf diesemn LCHblitzin der Raum-

Zeit: Licht breitet sich

Blatt Papier) kann sich das Licht aber nur in einer Ebene  ais Welle ahnlich wie
ausbreiten, da wir eine Koordinate unseres 3-dimensio- Wasseraus

nalen Raumes abgezogen und fiir die
Zeit verwendet haben. Es bleiben uns
daher fir die Darstellung des Raumes
nur mehr zwel Dimensionen {iiber,
d.h., wir stellen den Raum nur als
Ebene dar.

Aus diesem Grund breitet sich das
Licht in unserer Darstellung kreisfér-
mig aus.
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Sich ausbreitender Lichtoliiz

3 Sekunden spaler o

Kosmologie

zeltartige
Zeit Kurve

 ZulBssig fur Nu;lkurve
1 massive Korper +

3 L7 Zuldssig
, fur Licht

Raum

Die 4-dimensionale Ausbreitung
des Lichts erzeugt einen Kegel

Vom Punki P kdnnen nur Punkte Q und Q" innerhalb
oder auf dem Lichtkege! durch Signale erreicht werden.

Durch Projektion
des Kegels.in die
Vergangenheit
entstent eine
Spule

Zeit

Zukunfislichtkege!

Ereignis
(Gegenwart)

Vergangenheits-
lichtkegel

Raum

Lichtblitz in der Minkowskischen 4-D-Raum-Zgit

Wenn wir die- Kreise entlang der
Zeitachse wachsen lassen, ent-
steht ein Kegel.

Dieser Kegel wird Lichtkegel ge-
nannt. Er ist genaugenommen
ein Doppelkegel. Die auslaufen-
den Lichtstrahlen bauen den obe-
ren Teil des Kegels auf, wahrend
die einlaufenden Lichtstrahlen
den unteren Teil des Kegels bilden.
Zukunftskegel und Ver-
gangenheitskegel treffen sich im
Moment der Gegenwart.

Denken wir uns kurz den oberen
Teil des Doppelkegels auf einem
Blatt Papier dargestellt, und zwar
nicht-perspektivisch, sodafs der
Kegel als Dreieck erscheint. Der
Raum, der in der Abbildung auf
Seite 108 (unten) noch als Eberie
dargestellt wurde, wird hier zur
1-dimensionalen Linie (und er-
scheint uns daher als Strich,
symbolisch fiir den ganzen 3-
dimensionalen Rauin). Wenn sich

. das Licht nun in dieser .einen Di-

mension, etwa horizontal um ca.
300.000 km (das entspricht 1 Se-
kunde) ausbreitet, dann muf es
auch entlang der Zeitachse t um
diese 1 Sekunde verschoben wer-
den. Dadurch entsteht ein Winkel
von 45 Grad, den die Kegel-Er-
zeugenden mit der Kegel-Achse
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einschliefen. Die beiden Kegel-Erzeugenden bilden daher
einen rechten Winkel.

Die Aufenfléche eines solchen Lichtkegels (wenn der
Gradient, die Tangente, mit einer Kegel-Erzeugenden den
Winkel O bildet) nennt man Nullkegel. Dieser ist fiir
Godels Universum von besonderer Relevanz. 7

Die wichtigste Bedeutung der Nullkegel liegt darin, da
sie die kausalen Beziehungen zwischen Raum-Zeit-
Punkten bestimmen. Wenn ein Punkt P durch eine
zukunftsorientierte Nullkurve oder eine zeitartige Kur-
ve mit einem Punkt Q verbunden werden kann, dann ist
es flir das Signal stets mdglich, von P zu Q zu gelangen
(aber normalerweise nicht umgekehrt). Das ist die loka-
le Interpretation der Nullkegel.

Global  betrachtet

ist es jedoch durch

den Einfluf eines

Gravitationsfeldes

in einer gekriimm-~

ten Raum-Zeit

moglich, daf} zeit-

artige Weltlinien sich schlieRen.®® Sie wiirden so zum
selben Punkt zuriickkehren, von dem sie ausgegangen
sind. Solche geschlossene Zeitschleifen, wie sie hier ab-
gebildet sind, gibt es in Gddels Universum. (,Schwarze
Locher” wiren auch Phanomene, bei denen die Kausal/
Zeitstruktur nicht dem géngigen Schema entspricht,
sondern implodiert).

1949 publizierte Godel eine Arbeit, welche AnlaR gab
zur Erforschung von exakten Ldsungen der Einstein-
schen Feldgleichungen, die komplizierter waren als die
Ldsungen vorher. Bei Gdels exakter Losung verhélt sich
die Gesamtheit der Massen im Universum wie eine

Nullkegel in einer
Lorentz-Mannigfaltigkeit
mit geschlossener
zeitartiger Kurve

Kosmologie

Materie
Weltlinie

Godel Raum-Zeit (mit
einer Dimension
unterdriickt)

nicht-komprimierbare perfekte Fliissigkeit. In Godels
Modell rotiert das Universum mit konstanter -Win~
kelgeschwindigkeit um ein festes Koordinatensystem.
Im Unterschied zu den heute akzeptierten Modellen ex-
pandierte Godels erstes Universum aber nicht. Godels
zweites Universum (1952) expandiert, erlaubt jedoch
keine Reise in die Vergangenheit.®!

Die vertikalen Linien in diesem Modell sind die Welt-
linien der hauptséchlichen Massepunkte des Univer-
sums, die Sterne und Galaxien. Sie werden deshalb auch

geschlossene
zeitartige
Kurve

Materielinien genannt. Diese Objekte spielen die ent-
scheidende Rolle in der Bestimmung der globalen Raum-
Zeit-Struktur. Sie bauen ein starkes Gravitationsfeld
auf, soda sich die geodétischen Linien der Partikel —
ghnlich wie bei Magneten — um sie zu geschlossenen
Zeitkurven kriimmen. Das Diagramm zeigt die Rota-
tionssymmetrie um die zentrale Materielinie von P nach
Q. Die Nullkegel drehen sich ebenfalls an allen
Raumzeitpunkten.

Die Materielinien haben eine zeitliche Ordnung. Von P
nach Q verlduft eine zukunftsorientierte Kurve. Ein
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Zeitreisender startet beim Punkt P und reist entlang der
Materielinie nach Q. Normalerweise kann er in unserer
Vorstellung dann nicht mehr von Q nach P zurick-
reisen. In Godels Universum dagegen sind geschlossene
zeitartige Materielinien moglich.

Alle diese Weltlinien entsprechen beschleunigten Be-
wegungen. Eine Reise auf ihnen ist daher z. B. nur mit
Hilfe von sehr starken Raketen moglich. Godel selbst
sagt dazu:

+Every world line of matter occurring in the solution is
an open line of infinite length, which never approaches
any of its preceding points again; but there also exist

closed time-like lines. In particular, if B Q are any two -

points on a world line of matter, and P precedes Q on
this line, there exists a time-like line connecting P and Q
on which Q precedes P; i. e. it is theoretically possible in
these worlds to travel into the past, or otherwise influ-
ence the past.”®

All dies ist aber nur mit iberdimensionalen Raketen
mdglich, fiir deren Energiebedarf man ganze Planeten
verfeuern mifite. ,Flir Zeitreisen bendtigt man Ge-
schwindigkeiten, die mehr als 70% der des Lichtes betra-
gen, und der erforderliche Energieaufwand erweist sich
als ungeheuer. Das kann veranschaulicht werden, in-
dem man sich die Erde als eine Art Rakete vorstellt, deren
Materie als Treibstoff dient, der mit Lichtgeschwindig-
keit ausgestofen wird. Eine sehr grobe Abschédtzung er-
gibt dann, daB fiir eine Reise von einer Materieweltlinie
um 100 Jahre in die Vergangenheit derselben, wobei fiir
den Reisenden eine Zeit von 100 Jahren vergeht, min-
destens so viel Erdmaterie verbraucht wird, daf die Erde
am Schluf der Reise auf eine Kugel mit ungefahr 6 m
Radius geschrumpft ist.”#

Kosmologie

Einstein diskutiert mit
Physikern die ART

Die Reise in die Vergangenheit
stellt natiirlich die kausale
Struktur des Universums in
Frage. Dennoch hat bereits Her-
mann Weyl an Hand der de
Sitterschen Losung der ART die
prinzipielle Moglichkeit eror-
tert: ,In einer Welt vom Zu-
sammenhang des vierdimen-
sionalen Zahlenraums ist es
leicht, ein metrisches Feld so zu konstruieren, dafs der

von einem Punkt O ausgehende Kegel der passiven Ver-'

gangenheit, wenn man ihn hinreichend weit riickwérts
verfolgt, schlieRlich mit seinem Inneren den Punkt O
selber iberdeckt; daraus wiirden die grausigsten Mog-
lichkeiten von Doppelgédngertum und Selbstbegeg-
nungen entspringen.”

Den doppelten Saum von Vergangenheit und Zukunft
haben Zylinder (Einstein) und Hyperbeloid (de Sitter)
gemeinsam. In der massenerfiiliten Zylinderwelt aber
Uberschidgt der nach riickwérts verldngerte Vergan-
genheitskegel sich selbst unendlich oft. So kann es ge-
schehen, daf wir von demselben Stern am Himmel
mehrere Bilder erblicken, welche uns den Stern'in.Epo-
chen zeigen, die durch ungeheure Zeitraume getrennt

“sind. In dieser Welt gehen die’,Gespenster” des Lfeirigst4.

vergangenen unter uns um. In der dé Sitterschen Hy-
perbelwelt wird diese Selbstiiberdeckung der Nullkegel
vermieden.

Es gibt also derzeit keine zwingenden physikalischen
Griinde, Ldsungen der Einsteinschen Feldgleichung mit
akausalem Verhalten auszuschliefen. Man kann nur
von unerwiinschtem Verhalten sprechen. ,Diese Pro-
blemstellung fihrte zur Definition der stabilen Kausali-
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t&t durch Stephen W. Hawking® im Jahre 1963. Ein
Universum heif3t dann stabil kausal, wenn es durch die
Einfithrung von wohldefinierten, etwas erweiterten
Lichtkegeln zu keiner geschlossenen zeitartigen Linie
kommt.” 8

Eine weitere Probleinstellung aus dieser Losung Godels
flihrte zur Untersuchung der Singularititen in kosmo-
logischen Modellen. Eine Raum-Zeit-Singularitét stellt
eine grofe Kriitmmung der Raum-Zeit dar, die unendlich
konvergiert. So eine Singularitidt kann zu einem
Schwarzen Loch fiihren oder am Ursprung des Univer-
sums liegen (Big Bang bzw. Urknall-Theorie, wie dies
das ,Singularitdtstheorem”, 1970, von Roger Penrose
und Stephen W. Hawking, behauptet ¢7).

Godels Losung hat so die Kausalitatsdiskussion in der
Physik neu zur Debatte gestellt und die Prézisierung des
Begriffsfeldes hervorgerufen. Das Eingreifen in eine
Kausalkette ist natiirlich nur dann méglich, wenn das
Ergebnis nicht seine eigene Ursache zerstért. In diesem
Sinne kdnnte man sagen: Zeitreisen finden jenseits der
Kausalitat statt.

Einstein und Godel im
Park des [AS in
Princeton, 1949

Intuition versus
formaler Mathematik

11. Fenster des Geistes

Die Kunst, mit exakten Mitteln neue Horizonte zu eroff-
nen, dem Labyrinth des sich-selbst-denkenden Denkens
neue Wege zu weisen, gelang Godel 1931. Einige dieser
Perspektiven werden hier erortert.

Godels Wirken kann im wesentlichen in drei Etappen
eingeteilt werden: In jungen Jahren fejerte er Triumphe
in der Grundlagenforschung der Mathematik und Lo-
gik. Danach gab es die anfangs hoffnungserweckenden
Versuche in der Mengenlehre.

In der zweiten Phase seines Lebens wandte sich Godel
Fragen der Physik zu und hoffte, seine fritheren Erfolge
wiederholen zu k&nnen. In seiner letzten Entwicklungs-
phase widmete er sich hauptséchlich philosophischen
Problemen. ‘

Kurt Godel, der intuitionistische Platonisf:

Godels Philosophie der Mathematik war platonistisch,
d. h., er ging von der realen Existenz der mathemati-
schen Objekte aus. , Wir haben auch eine Art Wahrneh-
mung der Objekte der Mengenlehre, und wir formen
e unsere Ideen dievse'r' Ob-
jekte'auch aufgrund von
etwas, das unmittelbar
gegeben ist.” Dies ist die
Uberzeugung des Plato-

nisten. -
Fiir den Platonismus
sind also die Objekte in-
tuitiv gegeben, wahrend
der Intuitionist bzw. der
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Konstruktivist sie fiir Erfindungen des menschlichen
Geistes halt.

Ein (mathematischer) ,Realist ist also jemand, der den
mathematischen Objekten unabhéngige Existenz zu-
spricht und der sie mittels seiner Intuition erfassen und
durch das logische Denken zur offensichtlichen Wahr-
heit bringen kann. Die mathematische Intuition ist also
Mittel zum Zweck der Erkenntnis und nicht Ursprung
gedanklicher Fiktionen. ,Die Stimme der Realitét ist im
Sinn des Symbols” formuliert René Thom.

Auch bei Godel findet sich die fiir den mathematischen
Platonismus typische Verschrénkung eines objektiven
Realitdtsbegriffs und einer gleichsam extra sensorischen
Wahrnehmung abstrakter, platonischer Ideen. Fiir ihn
gibt es keinen Grund, die Existenz dieser Objekte zu be-
zweifeln, ebensowenig wie es fiir den Physiker einen
Grund gibt, die materiellen Objekte, die er untersucht, in
Frage zu stellen.

Diese mathematischen Objekte fiihren eine Existenz
aufRerhalb von Raum und Zeit, und es tiberrascht daher
nicht, daf sich Godel fiir ESP (extra-sensory percep-
tion), fiir Seelenwanderung und Okkultismus, in seinen
verschiedenen Varianten interessierte (siehe Ende von
Kapitel 6).

Mit G6del erfinden wir nicht, sondern wir entdecken!

Entweder wir ,sehen” und begreifen die mathema-
tischen Objekte, oder auch nicht; aber sogar, wenn wir
sie wahrnehmen, sind die sprachlichen Mittel zu ihrer
Beschreibung sehr beschrénkt. Gédels Unvollstédndig-
keitsbeweis kann also auch als eine Art ,logischer Pessi-
mismus” aufgefast werden.

Wenn aber die formalen Mittel zu schwach sind, um alle
wahren Sdtze eines Formalen Systems beweisen zu kon-

Fenster des Geistes

nen, sind auch unsere mentalen Werkzeuge nicht trag-
fahig genug, um die gesamte Welt — dieses hoch-
komplexe System — auf diesem Weg zu verstehen. Dies
heiflt aber fiir Godel nicht, daf wir nicht doch der Wahr-
heit und den Mdglichkeiten der Geschichte Schritt fiir
Schritt ndher kommen kénnen.

Der Konstruktivismus war es, der Godel dem Sténd—
punkt der Intuitionisten am nahesten kommen liefs. In
der Frage der realen Existenz sind Formalisten und
Platonisten Opponenten. In den Argumentations- und
Forschungsprinzipien aber sind sie sich einig.

Godels logische Methoden waren also formalistisch; sei-
ne Instrumente logizistisch und seine mathematische
Philosophie intuitionistisch. Er war ein intuitio-
nistischer Platonist, nicht im beschrankenden Sinne von
Brouwer, sondern im Sinne des klassischen Platonis-
mus.

Godels Beweis pladiert fiir die Unerschopflichkeit der
Mathematik, aber auch der menschlichen Intelligenz.
Deswegen steht sein beriihmter Satz auch im Zwielicht
der Ambivalenz. Einerseits ist er das wichtigste Limita-
tionstheorem der Neuzeit, das den zweitausendjdhrigen
Wunschtraum des Menschen nach einer widerspruchs-
freien Erkenntnis beendet. (Er setzt den menschlichen
Allmachtsphantasien seine Grenzen und steht s6 in der
Tradition von Kopernikus, Darwin, Freud.) Andererseits -
bestdtigt er, gerade in der Entdeckung seiner Relativitat,
den Triumph und die Notwendigkeit des menschlichen
Geistes und der Intuition. Es werden neue Wege be-

schritten.

»Der menschliche Geist ist dazu unfdhig, alle seine
mathematischen Intuitionen formulieren (oder mecha-
nisieren) zu kénnen, das heifst, wenn es ihm gelungen
ist, einen Teil davon zu formulieren, dann bedarf gerade
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diese Tatsache eines neuen intuitiven Wissens, zum Bei-
spiel der Konsistenz dieses Formalismus. Diese Tatsache
kann die “Inkomplettierbarkeit’ der Mathematik ge-
nannt werden. Auf der anderen Seite besteht die Mdg-
lichkeit, auf der Basis dessen, was bislang bewiesen
worden ist, daf® eine Theorem-beweisende Maschine
existiert (und sogar empirisch entdeckt werden kann),
welche in der Tat der mathematischen Intuition dquiva-
lent ist, aber von der nicht bewiesen werden kann, daf
sie es ist, von der sogar nicht einmal bewiesen werden
kann, daf sie nur korrekte
Theoreme der finitéren Zah-
lentheorie hervorbringt.” ¢

Die Wirklichkeit ist mehr als
wir dartiber aussagen kon-
nen, aber wir kénnen auch
mehr denken, als wir aussa-
gen konnen. Unser Gehirn
kann mehr, als uns bewufdt
ist.

Mentalismus und Mechanismus:

Gddels Entdeckung ist also ein Votum flir den Geist, fiir
die Freiheit, die das Wesen der Mathematik ausmacht,
wie Hilbert und Cantor es formulierten. Die Freiheit zu
konstruieren, die Freiheit, Behauptungen aufzustellen;
die formalen Mittel und Wege kdnnen jeweils verschie-
den sein, aber letztlich handelt es sich um die Entdek-
kung einer den menschlichen Geist transzendierenden,
transfiniten Realitét, die ihre eigenen Gesetze hat.

Daf} diese nicht immer darstellbar sind, bedeutet das
Ende des absolutistischen Anspruchs der Formalisten,
aber auch ein Ende der Intuitionisten, die das Transfinite
tberhaupt ablehnen. An Stelle dessen tritt der Gddelsche
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Gehim prift den
eigenen genetischen
Code (,Goz" bedeutet
Godelzahl)

Fenster des Geistes

Beweis, interpretiert als unendliche schdpferische Tatig-
keit des menschlichen Geistes.

Dieses Primat der Intuition {iber die formalisitischen
Mechanismen ist zweifelsohne eine der Grunde der

Attraktivitdt Godels fiir Kiinstler, die in ihren Werken®

mit abstrakten Begriffen operieren. Das Mentale in der
Kunst gegen die Bedingungen und Grenzen des Mate-
rials auszuspielen, und der kiinstlerischen Intuition die
Prioritat vor der Darstellung einzurdumen, lag ganz im
Sinne der Konzeptkunst wie des Fluxus. Marcel
Duchamp, den wir als Freund des Analytikers Godels,
Richard Huelsenbeck, kennengelernt haben, gehdrt zu
den wichtigsten Begriindern dieser kiinstlerischen
Richtungen.

Mathematik und Automaten:

In der Automatentheorie, die ohnehin eine Art Um-
wandlung der logischen Grundlagenforschung in der
Technologie darstellt, wiederholt sich daher zwangslzu-
fig die Problemdiskussion der Mathematik unter der
Perspektive der Mechanisierbarkeit von kognitiver un
schopferischer Tatigkeit. B s

Wie jeder weif, ist es schwierig, ein System zur
Wissensklassifikation zu finden, das bei vielen verschie-

denen Arten von Problemen gut funktioniert, Dariiber -

hinaus bringt: jede beliebige- Suchstruktur (Retrieval
Structure) bestimmte Festlegungen mit sich und er-
schwert so die Integration von Konzepten, die erst auf-
tauchen, nachdem die ursprungliche Struktur bereits
eingérichtet ist. Man ist versucht zu sagen: ,Es wire
narrisch, unsere intelligenten Maschinen auf irgendeine
bestimmte, ausgearbeitete Thesaurus-artige Wissens-
klassifikation zu griinden.” Aber wir sollten auch mit

dieser Warnung vorsichtig sein, denn sie setzt uns einer
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weit todlicheren Gefahr aus: der Gefahr, auf die Suche
nach den Quellen der reinen Intelligenz zu gehen.

Die enge Verbindung von Mathematik und Automaten-
theorie, von Mechanismen des Denkens und Maschinen,
liegt bei Godels Arbeit — insbesondere bei seiner ,Zusam-
menarbeit” mit Turing — auf der Hand. Aus Gd&dels
Unvollstandigkeitstheorem wurde zunédchst der Schluf;
gezogen, daf der Geist keine Turing-Maschine sei, weil
der Mensch die Wahrheit eines Satzes und sogar un-
begrenzt vieler Sdtze einsehen und entscheiden kann.

Die Unentscheidbarkeit eines
mathematischen Satzes eines
Systems mit den Mitteln des-
gleichen galt als Beweis, daf3
man prinzipiell keinen Com-~
puter bauen kann, der alle
gliltigen Satze der Mathema-
tik automatisch ableiten kann.

Wir sahen weiter oben G&dels

Einschitzung- dieser Frage, und mit zunehmender
Modernisierung und Automatisierung unserer Gesell-
schaft wurde die Interpretation von Godels Forschungen
in den 60er Jahren Ausgangspunkt wichtiger Dis-
kussionen.

Lucas erblickte in Godels Satz den Beweis, daf der Geist
nicht als Maschine erklart werden kann. Es wurde die
Frage gestellt, ob nicht einer Maschine, die sich selbst als
solche erkennen wiirde, bereits die Eigenschaften des
Geistigen zugesprochen werden konnen? Ist eine
selbstproduzierende Maschine, die bereits die Beschrei-
bung seiner selbst enthdlt, wie sie Johann von Neu-
mann gebaut hat, an der Grenze von Mechanischem
und Geistigem? Oder umgekehrt: ,Anders als der Com-

Ein (hinreichend
komplexes) System
kann nicht (mit seinen
gigenen Mitteln) seine
Korrektheit
demonstrieren

Fenster des Geistes

puter ist sich das menschliche Gedachtnis (...) au-
genblicklich dessen bewufst, was es enthélt — und was
nicht. Es braucht keine Liste. Wann wurden Sie geboren?
(...) Wenn Sie das nicht wissen, wissen Sie, daf Sie es
nicht wissen, und daf kein noch so intensives Nachden-
ken Ihnen das Datum ins Gedéchtnis rufen wird.” %

Godel selbst favorisierte eine berithmte Alternative:
Entweder ist der Geist nicht mechanisch, oder die
Mathematik (eigentlich schon die Arithmetik) ist nicht
unsere eigene Produktion. Godel neigte als Platonist
dazu, den nichtmechanischen Charakter der Naturge-
setze anzunehmen. Er empfahl sozusagen, mehr Ver-
trauen in die Fahigkeiten der Intuition, die objektiven
Gesetze zu erfassen, zu haben; denn: ,Was ich das theo-
logische Weltbild nenne, ist die Idee, daR die Welt und
alles in ihr Bedeutung und Vernunft hat”.*° ‘

Seine spdteren Aussagen liefsen die Moglichkeit offen,
daf eine Theorem-beweisende Maschine, die in der Tat
der mathematischen Intuition dquivalent ist, existieren
konne. Dies liefee den Schluft zu, dafs Mentales. sehr
wohl maschinell reprasentiert sein kann, ohne daf wir
es realisieren. Godel gibt also der kiinstlichen Intelligenz
grofle Chancen, besteht aber gleichzeitig auf dem nicht-
mechanischen Charakter des menschlichen Geistes. Er

hat damit die Fenster des Geistes gedffnet.
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Wenn Velben dies nicht gegliickt wiare, hétte Godel spéter vermutlich als Frontsol-

dat kdmpfen miissen.

Princeton, USA

Hassler Whitney und Deane Montgomery in einem Interview mit den Autoren
(Film).

Wang, Hao, Reflections on Gédel, 5. 31.

Wang, Hao, Reflections on Gdodel, S. 192.

Dorothy Morgenstern in einem Interview mit den Autoren (Film).

Interview mit Dorothy Morgenstern.

Dr. Rampona in einem Interview mit den Autoren (Film).

Lili Kahler, die zweite Frau des Wiener Historikers Kahler, in einem Interview mit
den Autoren (Film).

Interview mit Dorothy Morgenstern.

Interview mit Hassler Whitney und Deane Montgomery.
inanition = ohne Speise und Getrénke (wortlich: ausgeleert sein).
Dr. Rampona in einem Interview mit den Autoren (Film).

7. Informatik und Artifizielle Intelligenz

48

Robin Gandy, ein Freund Turings, hat erkldrt, da es nicht um ,Maschinen” (im
eigentlichen Sinn des Wortes) ging, sondern direkt um das Modell des Rechners
{iberhaupt, insbesondere mit dem menschlichen Rechner (frither genannt
~Computor”).

Minsky, Marvin L.: Computation, Finite and Infinite Machines. New York:
Prentice-Hall, 1967.

Diese Prozeduren entstehen dadurch, dat man wohl-formulierbare Aufgaben und
Fragen prézisiert, formalisiert und in eine Programmiersprache tibersetzt.

Rudy Rucker in einem Interview (1981).

Hilbert, David: Die logischen Grundlagen der Mathematik. In: Berka, Karel/
Kreiser, Lothar (Hg): Logik Texte. Berlin: Akademie Verlag, 1973, S. 349.

Tarski, Alfred: Grundlegung der wissenschaftlichen Semantik. In: Berka, Karel/
Kreiser, Lothar (Hg): Logik Texte. Berlin: Akademie Verlag, 1973, 5. 354f.
Rekursive Funktionen sind fast alle in der Mathematik gebréuchliche Funktionen,
bspw. Sinus und Cosinus, aber auch (als nullstellige rekursive Funktionen) die
Zahlenm, ¢, etc.

8. Turing-Maschinen
55 Weibhel, Peter/Kdhler, Eckehart: Godels Unentscheidbarkeitsbeweis. In: Godel-Satz,

Mdbius-Schleife, Computer-Ich. Hg. von Kreuzer, Franz. Wien: Deuticke, 1986,
S.88.

Auch: Nagel, Ernest/Newman, James R.: Der Godelsche Beweis. Wien:
Oldenbourg, 1979.

Der hier wiedergegebene Beweis wurde speziell flir den Film in Hinsicht auf seine
graphische Darstelibarkeit entwickelt und stammt von DePauli-Schimanovich. In

Anmerkungen

der Literatur wird das Halteproblem iiblicherweise anders bewiesen, was beim
Lesen und Uberdenken vielleicht leichter antizipierbar, optisch jedoch schwerer
darstellbar ist, und heuristisch die Parallelitit zwischen Halteproblem und
Churchschen Unentscheidbarkeitssatz schlecht wiedergibt.

9. Die Grundlagenkrise der Mathematik
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Frege, Gottlob: Nachgelassene Schriften (2. Auflage). Hamburg: Meiner Verlag,
1983,5.282,5.293.

Das Zitat stammt aus seinem Tagebuch (1924).

Die Zahlen wéren damit rein logische Begriffe, ndmlich Pradikaten-Extensionen
wie ,Klasse aller Gegensténde x, fiir die die Eigenschaft P (x) gilt“.

Stegmiiller, Wolfgang: Hauptstrémungen der Gegenwartsphilosophie. Stuttgart:
Krdner, 1978.

Quine, Willard Van Orman: On what there is. In: Benaceroff, P/Putnam, H. (Hg):
Philisophy of Mathematics. New York: Prentice-Hall, 1964, S. 192.

Kronecker, L. K. In: Becker, Oskar: Grundlagen der Mathematik. Freiburg/
Miinchen: Alber, 1964, S. 327.

Brouwer, Luitzen Egbertus Jan. In: Becker, Oskar: Grundlagen der Mathematik.
Freiburg/Miinchen: Alber, 1964, S. 329.

Hilbert, David: Uber das Unendliche. Mathematische Annalen, Bd. 95, 5. 161-
190.

Hilbert, David: Uber das Unendliche.

Diese Eigenschaft der Vollstdndigkeit ist keinesfalls trivial, sonst hitte Hilbert sie
nicht als ,offene Frage” formuliert: ,Ob das Axiomensystem zumindestens in
dem Sinne vollsténdig ist, daB alle logischen Formeln, die in jedem Individuen-
bereich wahr sind, auch aktuell abgeleitet werden kénnen, ist.eine Frage, die erst
zu l6sen ist.” (Hilbert, David/Ackermann, W.: Grundziige der theoretischen "
Logik. 1. Auflage. Berlin: Springer Verlag, 1928, 5. 68. Ab der 2. Auflage fehlt
diese Frage, da sie ja inzwischen von Gddel gelst wurde.)

Godels Brief. In: Weibel, Peter/Kohler, Eckehart: Gddels Unentscheidbarkeits-
beweis, S. 78f.

Wang, Hao: A Survey of Mathematical Logic. Peking: Science Press, 1962.
Amsterdam: North-Holland, 1964 (2. Auflage). Fiir eine detaillierte Vorgeschichte
Uber die hier genannten Logiker. : :

Godels Brief. In: Weibel, Peter/Kohler, Eckehart: Godels Unentscheidbarkeits-
beweis, 5. 99. : :

Finsler, Paul: Formale Beweise und Entscheidbarkeit. In: Mathematische Zeit-
schrift 25, 1929, 5. 676-682.

Weyl, Hermann: Philosophie der Mathematik und Naturwissenschaft, S. 299.
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10. Kosmologie
8nG

71 Die Einsteinsche Feldgleichung: R, -/, Rg; = = G

wobei: R, ... Komponenten des Ricci Tensors,
.. die Gravitationskonstante,
.. Komponenten des Energie-Moment Tensors,
.. Krimmungsskala,
.. Komponenten des metrischen Tensors,
.. Lichtgeschwindigkeit
sind.

Der normale Leser darf beruhigt sein, wenn er Schwierigkeiten hat, die obige
Formel zu verstehen. Es geht ihm dabei nicht viel besser als den beiden Autoren.
Wir sind jedoch der Meinung, daf} es in unserer Kultur nicht nur Filme, Blcher
und Kompositionen, sondern auch mathematische Formeln gibt, die es zu einem
Kultstatus gebracht haben, zu dessen Voraussetzung es ja gerade gehort, wenig
verstanden zu werden. Unserem Motto gemaf - ,,Mathematik, unsere unsicht-
bare Kultur” - gehdrt die Einsteinsche Feldgleichung zu jenen Formeln, deren
Kenntnis einfach Teil der Allgemeinbildung sein sollte, auch wenn man den
tieferen Sinn und ihre exakte physikalische Bedeutung nicht genau versteht. Zu
der gleichen Art von Kultformeln zéhlen wir auch die Energiegleichung E = mc?
oder die Schrédingergleichung (E- V)4 = 0.

Der klassische Mathematiker Hermann Minkowski (1864-1909) lehrte seinem
Studenten Einstein die Theorie dieser von ihm entwickelten Raum-Zeit.

Reichenbach, Hans: The Philosophy of Space and Time. New York: Dover, 1958.
Hilbert, David: Geometry and Imagination. New York: Chelsea, 1952.

Das Licht breitet sich als Partikeln, Photonen, aus. Die Erzeugenden des Lichtke-
gels, das sind die geraden Linien durch den Ursprung und entlang der Flache des
Kegels, représentieren die Geschichte der individuellen Photonen des Lichtblitzes
und heiBen Weltlinien. Da Partikel mit Masse sich langsamer als die Lichtge-
schwindigkeit fortbewegen, wiirde die Geschichte eines freien Partikels mit Masse
eine gerade Linie - vom Zentrum 0 ausgehend - bilden, die im Inneren des
kiinftigen Lichtkegels liegt. Jedes beliebig unbeschleunigte Partikel erschiene
ebenfalls als Gerade im Minkowski-Raum. Die Gerade eines masselosen Partikels
wiéire um 45° zur t-Achse geneigt. Die Weltlinie eines Partikels mit Masse wére
weniger als 45° geneigt, da es sich in der Raum-Ebene langsamer als die Lichtge-
schwindigkeit ausbreitet. In der ART pflanzen sich nattirlich die Photonen nicht
mehr geradlinig fort, da sie durch das Schwerefeld abgelenkt werden. Daher
werden die Lichtkegel in einem Punkt nun nur mehr durch die Tangenten an die
Weltlinien der Lichtstrahlen gebildet.

Infeld, Leopold: Albert Einstein. Sein Werk und sein Einfluf auf unsere Welt.
Wien: Schénbrunn Verlag, 1953.

Infeld lehrte nach dem 2. Weltkrieg am Institut fiir theoretische Physik der
Universitdt Warschau.

Hawking, Stephen: Eine kurze Geschichte der Zeit. Reinbek bei Hamburg:
Rowohlt, 1988, S. 46ff.
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Hawking, Stephen: Eine kurze Geschichte der Zeit.

Siehe: Penrose, Roger: The Geometry of the Universe. In: Steen, Lynn Arthur
(Hg.): Mathematics Today.

Hier findet der Leser das Formelwerk und die formale Explikation des Nullkegels.

Penrose, Roger: The Geometry of the Universe: It is even possible to construct
models with timelike curves which form closed loops - but such models are
normally excluded on the clear physical ground that in such a universe it would
in principle be possible for an astronaut to travel (or send signals) into his own
past, thereby leading to the possibility of a paradoxical situation.”

Capra, Fritjof: The Tao of Physics: , The mathematical formalism of field theory
suggests that these lines can be interpreted in two ways; either as the positrons
moving forwards in time, or as electrons moving backwards in time! The
interpretations are mathematically identical.”

Godel lernte die Theorie der rotierenden Universen bei seinem Lehrer Hans
Thirring kennen. Einstein und die vorherrschenden Physiker lehnten die Annah-
me eines rotierenden Universums jedoch ab, da es dem Machschen Prinzip
widersprach. (Siehe Mach, Ernst: Die Mechanik. 8. Auflage. Brockhaus Verlag,
1921, S. 287ff.) Zu Gbdels zweitern Universum siehe Gddel: Collected Works I,
Seite 189.

Das Standard-Argument lautet wie folgt: Von der Rotation unseres Universums
zu sprechen hat nur einen Sinn relativ zu anderen Universen. Es miite sozusa-
gen ein Superuniversum geben, das die anderen enth&lt. Was haben wir jedoch fiir
einen Grund zu dessen Annahme? Aufgrund unserer mangelnden Megfahigkeit,
haben wir auch keinen empirischen Hinweis auf eine Rotation des Universums
(wie etwa eine Abflachung vergleichbar der Abflachung der Erde an den Polen als
Beweis der Rotation der Erde).

Godel, Kurt: An Example of a New Type of Cosmological Solution of Einsteins’
Field Equation of Gravitation. Review of Modern Physics Vol. 21, Nx. 3, July
1949, S. 447ff.

Siehe auch: Gédel, Kurt: Collected Works I1.

Rupertsberger, Heinz: Das G&delsche Universum. In: Buldt, Bernd et al. (Hg.):
Wahrheit und Beweisbarkeit. Kurt Gddels Leben und Werk. Wien: Holder-Pichler-
Tempsky, in Vorbereitung.

Weyl, Hermann: Raum, Zeit, Materie. 6. Auflage. Berhn Springer, 1970, 5.249.
Hawking, Stephen: Proceeding of the Royal Society. London A 308, 1969, 5. 433.
Weyl, Hermann: Raum, Zeit, Materie.

Thorne, K./Yurtsever, U.: Wormholes, Time Machines and the Weak Energy
Condition. Physical Review. Siehe auch: Der Spiegel, Nr. 50, 12. Dezember 1988,
S.191.

Fenster des Geistes

In: Wang, Hao: From Mathematics to Philosophy. Und: Wang, Hao: Reflections
on Kurt Gédel.

Siehe: Webb, Judson: Mechanism, Mentalism and Metamathematics.
Wang, Hao: From Mathematics to Philosophy.
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