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seine nervenaufreibende geistige Konzentra-
tion zuriickzufiihren waren, gehérien viel-
leicht zu den Griinden, weswegen er Kon-
gresse und Symposien mied.

Der Godel’sche Beweis

Worin besteht nun Godels epochale Leistung
fir dic Geschichte des Denkens, die ihm im
englisch - amerikanischen Sprachraum, woh!
auch in Frankreich und Deutschland, zu
solch legendirem Ruf (teilweise tliber Witt-
enstein weit hinaus) verhalf, nicht aber in
sterreich?

Im Altertum war bereits die Antinomie des
Liigners bekannt, wo Epidemis, der Kreter,
sagte: "Das, was ich {jelzt) sage, ist falsch’.
Dies ist ein friiher und trivialer Fall, wo ein
Satz seine eigene Ungiiltigkeit besaglt {und
befinde er sich innerhalb eines korrekten
formalen Sysiems, scine eigene Unableitbar-
keit), die zu einem Widerspruch fiihrt, Die
Auflésung  dieses  Widerspruchs erfolgte
durch die Trennung in die beiden Sprach-
ebenen: Objeki - und Metasprache.

Ein dhnliches Verfahren liezt dem Godel’
schen Satz zugrunde, nimlich die Kon-
struktion einer Formel (G) der Arithmetik,
die bei einet bestimmien Interpretation ge-
nau dann wahr ist, wenn sie in diesem arith-
metischen System nicht ableitbar ist, da sie
infolge ihrer Konstruktion ihre eigene Unbe-
weisbarkeit behauptet. Wire umgekehrt die
Formel (G} falsch und daher per Definitio-
nem beweisbar, so wiire mit ihr eine falsche
Formel ableitbar. und somit das formale Sy-

"Nach ihm wird die l.ogik niemals mehi dieselbe sein” (A. Einstein (1) iber K, Gédel)

stem  widerspruchsvoll. (G) muf also zu-
gleich wahr und nicht - ableitbar sein.
Fiir die Interpretation der arithmetischen
Formeln und die Konstruktion von (G) wird
eine Prozedur verwendet, fiir welche sich der
Name Gadelisierung eingebiirgert hat: Jedem
Variablen - Buchstaben und allen Zcichen
{der Arithmetik) wird eine Zahl, die Gédel-
zahl, in bestimmtier Weise zugeordnet. Da-
durch werden metamathematische Ausdriik-
ke auf Zahlen und Formeln abgebildet. Mit
Hilfe dieser Arithmetisierung und der Kon-
struktion der Formel (G) konnte Godel
1931 zeigen, dall schon die Arithmetik un-
voltstindig ist, d.h.,, daR es kein rekursiv
axiomatisierbares Axiomensystem gibt, wel-
ches alle ihre giiltigen Formeln ableiten 1aft,
also unter seinen Theoremen alle Wahrheiten
der evideni gegebenen vollen Arithmetik der
ganzen (natiirlichen) Zahlen widerspruchsfrei
amfali. Es sind nimlich weder die Formel
(G} noch das Negat von (G) abicitbar, ob-
woh eines von beiden doch wahr sein mul,
Diesen Sachvernalt, welchen man formale
Unentscheidbarkeit nennt, kann man folgen-
dermaben zeigen: Angenommen (G) wiire
ableitbar. Dann miiie es wegen der Korrekt-
heit der Logik auch wahr sein, und somit per
constructionem unbeweisbar, Das ist ein Wi-
derspruch. Aus der Annahme, da anderer-
seits Non - (G ableitbar ist, folgt wiederum
aufgrund der Korreklheit, daR es ebenfalls
wahr sein muB, alse (G) falsch. Das bedeutet
jeduch {nach dem vorher gesagtenj, daR (G)
ableitbar ist, alse den Fall 1, der bereits als
widerspriichlich nachgewiesen wurde. Diese

el

heuristisch dargelegten Gedankenginge' . hat
Gadel formalisiert und mit -Hilfe eines um-
langreichen mathematischen Farmelappara-
les exakt ausgefiihri.

Gadel konnte weilers auch zeigen, daR der
mathemaltische Satz ""Der arithmetische Kal-
kiil ist widerspruchsirei’” im Kalkiil selbst
(mit seincen cigenen Mitieln) nicht beweijsbar
ist. Beide, Unvollstindigkeit und Konsistenz-
Unbeweisharkeit gelten dariiber hinaus auch
fiir alle formalen Deduktions-Sysieme, wel-
che ihre cigene Metatheorie in formalisierter
Form beinhalten (also die Arithmetik umfas.
sen), und daher fiir die Mathematik als Gan.
ze, Als ein Deduktionssystem bezeichnen wir
cinen Kalkiil oder eine Grammatik, also ein
Regelsystem wie beispielsweise das Schach.

_ spiel, welches aus einer Menge von Axiomen

eine Reihe von Formeln, Sdtzen bzw. Konfi-
gurationen abzuleiten gestattet.

Philosophische Implikationen

Das Programm von David Hilbert bestand
darin, die Mathematik in finiter Weisc auf
einem umfassenden Kalkiil axiomatisch auf-
bauen zu konnen, also ein formales Deduk-
tions-System zu konstruieren, welches alle
Sédtze der Mathematik mechanisch herzulei-
len gestattet. Godels Dissertation, worin die
Vollstindigkeit der reinen Priidikateniogik
erster Stufe gezeigt wurde, ndmlich daf jede
wahre Formel im System auch ableitbar ist,
war noch eine Arbeit an dieser Richtlinie der
finiten Begrindung der Mathematik. Ein
Jahr spiiter zeigte er jedoch mit seinem Be-
weis der Unvollstindigkeit der Arithmetik,
daB das Hilbert'sche Programm zum Schei-
tern verurteilt ist.

Damit  war auch der jahrhundertelange
Traum einer universellen Denkmaschine,
welche schon Leibnitz konzipiert hatte, be-
endet,

Denn das menschliche Denken, welches dic
wahren Saize der Mathematik umfaRt und
mil seiner natiirlichen Sprache und ihrer Se-
mantik (Metamathematik) auch selbstrefe-
rentielle Konnexe und Beziige eingeht, wel-
che die Konstruktion von (G) ermdéglichien,
ist somit nicht mechanisierbar, etwa durch
einen programm - gesteuerten Computer, da
dieser analog wie die logischen Schluf - Sy-
steme der Mathematik, die Kalkiile der Pri-
dikatenlogik, hierarchisch aufgebaut ist und
selbstreferentielle Statements nicht ermig:
licht, Bei der Losung mathematischer Pro-
bleme wird es daher immer der geistigen
Schipfungskraft des Mathematikers bediir-
fen, um ncue mathematische Wahrheiten fin-
den zu konnen. Und der Kreativitit des Gei-
stes bei der logischen Analyse der Wirklich-
keit kann keine Grenze fiir das Auffinden
der Wahrheit gesetzt werden.

Der strenge mathematische Beweis der Exi-
stenz  von formal entscheidbaren arithme-
Lischen Sitzen, und der Beweis der Non - De-
monstrabilitat der Widerspruchsfreiheit eines
formalen Systems im gleichen Sysiem selbst
beweisen die Nolwendigkeit der geistigen ln-
genuitat des Menschen, um neue mathemati-
sche Axiome erzeugen und mathematische
Probleme I6sen zu kénnen.
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