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Peter Weibel/Eckehart Kéhler
Gddels Unentscheidbarkeitsbeweis
Ideengeschichtliche Konturen
eines berithmten

mathematischen Satzes

Eine der bedeutendsten mathematisch-logischen Entdeckungen
dgr Neuzeit, ,der Satz des Jahrhunderts®, wie sie oft apostrophiert
wird, stammt nicht von Ludwig Witigenstein, wie vielleicht manche
vermuten wirden, sondern von einem anderen Wiener, der bis vor
kurzem einer breiteren Offentlichkeit wie auch dem Kulyturpublikum
vpllkommen unbekannt war, obwohl dieser ,Satz* schon in den drei-
Biger Jahren publiziert worden ist. Es war ein 25jahriger junger Wie-
ner, der 1831 eine Arbeit verdffentlichte, seit welcher ,der Gegen-
stand der Logik niemals mehr der gleiche sein wird® ;Johann von
Ngurqapn) . Sie trug den Titel ,Uber formal unentscheidbare Satze der ‘
Pr.{nc1p1a Mathematica und verwandter Systeme 1*; ihr Autor: Kurt
Gédel. Um ihre Wirkung zu verstehen — und diese war so L']ber;fvélti-
gend, daB Georg Kreisel sich genétigt sah, seinen brillanten Nachruf’
auf Qédel mit dem Satz zu erdffnen: “Kurt Godel did notinvent mathe-
matical logic” —, muB der ideengeschichtiiche Hintergrund skizziert
werdep, aus dem Godels Arbeit kam. Denn ein Teil ihrer Wirkung be-
stand ja da‘rin, daB sie auf Fragen und Probieme, die im ersten Viertel
SEZ':WaZZESttin Jahrhunderts zum Thema der Grundlegung von
ik uni athematik i s
worten ocb, atik aufgetaucht waren, unzweifelhaft klare Ant-
Die Rezeption von Gédels Arbeit von 1931 erfolgte in zwei Wellen:
Zue.rst im Gefolge des Widerstreits zur Fundierung der Mathematik'
der in dgn zwanziger Jahren von drei Schulen gefihrt wurde wovor;
David Hilberts Programm des Formalismus, auf das Gédel dh:ekt Be-
ZEJQ nahrp, das berithmteste war. Dann anfangs der sechziger Jahre
eine zweite Wirkungswelle zum Thema Geist und Maschine, Mensch
und Computer, kinstliche inteiligenz. Diese zweite, von d<’~:-r begin-
nenden Computerkuitur getragene Welle schwemmte die Gédel-
scben Resultate auch in das BewuBtsein einer breiteren Offentiich-
keit?, wenn auch oft in Form von spekulativen und sensationalisti-

Is.cthen Prasentationen durch Philosophen, Schriftstelier und Journa-
isten.

72

Das problemgeschichtliche (Vor)feld

Kurt Godel wurde am 28. April 1906 in Briinn, Teil der osterreichisch-
ungarischen Monarchie, geboren und begann 1924 seine physikali-
schen, spater vorwiegend mathematischen und Jogischen Studien
an der Universitat Wien, wo er 1830 mit der Arbeit .Uber die Volistan-
digkeit des Logikkalkils" promovierte, worin er seine Meisterschaft
in der Behandiung der aktuelisten Probleme der logischen Grundia-
genforschung erwies. Sie war auch eime Art Voraussetzung flr seine
Arbeit tiber die ,Unvollstandigkeit* (1931), die 1932 als Habilitations-
schrift approbiert wurde und (ber die Hans Hahn, neben Karl Menger
(Sohn des Nationalékonomen Carl Menger) sein wichtigster Lehrer,
schrieb:

Die Habilitationsschrift ,Uber formal unentscheidoare S&tze der Principia
Mathematica und verwandter Systeme I* st eine Leistung ersten Ranges, die in
allen Fachkreisen das groBte Aufsehen erregte und — wie sich mit Sicherheit
voraussehen 188t — ihren Platz in der Geschichte der Mathematik einnehmen
wird. Es gelang Herrn Godel zu zeigen, daB sfich im logischen System der Princi-
pia Mathematica von Whitehead-Russell Prolbleme angeben lassen, die mit den
Mitteln dieses Systems unentscheidbar sind, und da dasselbe fir jedes for-'
mallogische System.gilt, in dem die Arithmetik der natarlichen Zahlen ausdrick-
bar ist; damit ist auch gezeigt, daB das von Hilbert aufgestelite Programm, die
Widerspruchsfreiheit der Mathematik zu beweisen, undurchfihrbar ist®
Neben dem Zahlentheoretiker Philipp Furtwangler (Vetter des Diri-
genten Wilhelm Furtwéngler), dem Analytiker Hans Hahn:und dem
Mathematischen Kolloguium von Karil Menger gehgrie der Wiener
Kreis (1923—1938) um Moritz Schiick, dessen Sitzungen Godel haufig
beiwohnte, wenngleich er dort selten sprach, zu den einfluB-
reichsten Anregern und Faktoren zur Ausbildung von Godels mathe-
matisch-logischer Leistung. '

Der Wiener Kreis, demPhilosophen, Mathematiker, Logiker und Oko-

“nomen wie Rudolf Carnap, Herbert Feigl, Philipp Frank, Viktor Kraft,

Friedrich Waismann, Felix Kaufmann, Qtto Neurath, Hans Hahn, Karl
‘Menger, Marce! Natkin, Bela Juhos umd andere angehorten und zu
essen Umfeld auch Ludwig Wittgensitein, Karl Popper, Richard von

M'ises, Carl Gustav Hempel und andere zu zzhlen sind und der be-

suchte wurde von Willard V. O.Quine, Alfred Ayer, Ame Naess, Eino
Keila, Erfiest Nagelund anderen, diskutierte regelméasig einmalin der

Woche alle Fragen auf dem Gebiet der Philosophie, der Grundlagen

~der Mathematik, der symbolischen Logik und der Physik im Geiste
eines an der Mathematik orientierten antimetaphysischen logischen
Formalismus. In diesem hochsten Klim:a eines geistigen Diskurses, in
dem die aktuelisten Neuerscheinungien besprochen und eingela-
dene Vortragende wie Alfred Tarski, Johann 'von Neumann und
|.E.J. Brouwer (die von Karl Menger ziu seinem Kolloguium eingela-
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den wurden) uber ihre jingsten Forschungsergebnisse berichtete
konnte sich eine Begabung wie Gddel, zumal von seinen Lehrern w
Menger vorziiglich betreut und mit Kollegen wie Carnap in Diskussio:
nen die Probleme in ihre tiefsten und feinsten Verzweigungey
erbriernd, rasch entfalien.

Zu den bekanntesten Standpunkten der Erkenntnistheorie d
Mathematik im ersten Viertel des zwanzigsten Jahrhunderts gehére
die drei verschiedenen Schulen der Grundlegung der Mathemati
der Logizismus, der Intuitionismus und der Formalismus. Sie ve
suchten eine Antwort auf die in der Mathematik aufgetauchten Ant
nomien (Widerspriiche) zu liefern.
Der Logizismus (Richard Dedekind, Gottlob Frege, Bertrand Russell;
Alfred North Whitehead, Rudolf Carnap) geht davon aus, daB die B
griffe der Mathematik durch detaillierte Definitionen von Ioglsche
Begriffen abgeleitet werden kénnen, daB die Mathematik also agls e
Teil der Logik dargestellt werden kann. Betreffend die Natur d
mathematischen Wahrheit hoffte der Logizismus, entgegen Kant ze
gen zu kénnen, daB die Mathematik nur mit reinen Beziehungen zwi
schen Begriffen beschéftxgt ist und daB diese Beziehunigen: ,,anal
tisch“ sind.

Durch das berihmte klassische Werk von Whitehead und Russeli
Principia Mathematica {1910—1913) hatte der Logizismus nmmerhm:
jene groBe Leistung erbracht, einen GroBteil der klassischen Mathe-
matik in ein einziges formales System zu gieBen. Durch die klare
Formalisierung kommt man einen Schritt ngher zur Widerspruchs
freiheit, die das hauptsichliche -Grundlageninteresse Hilberts
war.
Der friihe Wittgenstein beispielsweise glaubte in seinem Tractatus
fogico-philosophicus ebenfalls noch daran,- daB Mathematxk .und
Logik untrennbar seien und daB diese sich im Aussagenkaikul er-
schépfe, also in einem Teil der Sprache. ZuRecht niennt daher Georg
Kreisel den Tractatus ,ein metaphysxsches Gedicht Ober den Aus-
sagenkalkuf“* _
Begriffe wie Beweis, Beweisverfahren (Verifikation,. Falsifikation,
konstruktiv, effektiv), Metamathematik, Modell, definierbar, Wider-
spruchsfreiheit (und ihr Gegenteil wie logische und semantische
Antinomien), formale Regel und so weiter wurden also erstin den
zwanziger Jahren mit heutiger Exaktheit erdriert. Ebenso klar wurde
durch den Logizismus, daB die Gefdhrdung der logischen Fundie-
rung der Mathematik durch Widerspriche, insbesondere jene aus
der Unendlichkeit und der Mengentehre abgeleiteten Antinemien,
Gberwindbar ist. Durch Godels Beweis aber verlor die Bereinigung
der Grundlagenkrise der Mathematik schiagartig an Interesse, da
Godel ganz neue Probleme aufwarf.
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Der intuitionismus {L.E.d.Brouwer, Arend Hey’ting, Hermann. Weyl,
Oskar Becker) geht davon-aus,-daBwir durch keine-endliche.Anzahl
von Axitimien: alt-das-charakiterisieren kénnen, was. wir.intuitiv: als
korrekte Bewaxsmathoden anerkennen; da zum Bexsptel derahlen—
theorie selbst ja erstein. Begriffist; derim-Prozef des Entstehens ist.
Far. den: !ntuttlomsten ist' die. Ma’r.hema’nk eine. Produk‘tlon des
menschhchen Gensies. iy it . g ¥

¢ 0 eine: Spréacl &
esc werge die: Mathematxk selb £

den taushtfir den ki onrsten dasProblem derKanslstenz (V\f‘ &=
spruchsfreiheity nicht auf. Furihn hatdie Exnfuhrungémes Forma]ls~
mus angesichts seings minimalen praklischen Wertes und derserid-
sen Komplikationen; zudenen er fihrt, wenig Sinn: Der Intuitionismus
enthalt daher.keine: willkilrlichem-Annahmen und kdnstlichen:Be-
schrankungen; diebeispielsweise notwendig sind, um die logischen
Paradoxien auf Grund.- eines hochgepéppelten mengentheoreti-
schen Begriffssystems zu vermeiden.
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Der Formalismus {David Hilbert, Johann von Neumann, Haskell
B. Qurry) hingegen hatte als héchstes Ideal gerade Widerspruchs-
freiheit und Methodenreinheit, die er zu erreichen trachtete, indem er
den Gebrauch infiniter Begriffe in der Mathematik durch finitar

Uberlegungen betreffend Beweise rechtfertigte. :
Da Hilberts (auf den Frege-Russelischen formalen Systemen basie-
rende) Beweistheorie nur die endlich groBen Satze und endlich lan-
gen Beweisflihrungen der Mathematik zulaBt, nannte man sie fini.

Stephen Cole Kleene ibersetzte den Terminus finit mit finitary, um

Verwechslungen mit dem englischen Wort finite zu nei

i em vermeiden. Man
beachtg, daB mit den finitaren Methoden auch unendliche Bereiche
konstruiert w_erden ké:mnen,jedoch nur durch endliche Prozesse. Hil-
berts Formalismus will die Widerspruchsfreiheit der Mathematik er-

weisen, indem er eine Menge von Postulaten konstruiert, von denen -

\cljvi:r dg:nze”Mgtl;es:natig durch rein formales Ré&sonieren abgeleitet

n soll. Dabei muB auch i i
keinom Widerarmah gezeigt werden, daB diese Postulate zu
Da sich Hilbert einerseits aus Georg Cantors Paradies, der Mengen-
lehre mit ihrem potentietlen und aktualen Unendlichen, nicht vertrei-
t?e_n lassen wollte®®, muBte er andererseits den Gebrauch der trans-
finiten Maschinerie von einem finjtistischen (endlich konstruktiven)
Standpgnkt aus als erlaubt (weil zu keinem Widerspruch fithrend)
nachweisgn. In der Beseitigung der transfiniten SchluBweisen aus
dcf.n Beweisen (von Formeln, die sehr woh! infinite Symbole enthalten
dur!ep) sah er diese Moglichkeit, denn wenn schon der Gehalt einer
kiassischen mathematischen Aussage nicht immer finit verifiziert
werden .kann, so kénne es zumindest ihre Widerspruchsfreiheit
Wenn wir daher die Guiltigkeit der klassischen Mathematik zu bewei-
sen wiinschen, dann miissen wir nicht Aussagen, sondern Beweis-
methoqen untersuchen. Wir miissen die kiassische Mathematik rein
syntaktisch als ein kombinatorisches Spiel mit primitiven Symbolen
betrachten und in einer finitaren kombinatorischen Weise bestim-
men, zu welchen Kombinationen von komplexen Symbolen die Kon-
Etruktionsmethoden oder Beweise fiihren.

m zu zeigen, daB die inhaltlich beweisbaren Aus: i~
scfhen Mathematik auch mit finitdren Methoden .bs:lvg\‘/;ns:: r\z\}li?;::'l
konnen, muBte Hilberts Beweistheorie also ein Konstruktionsverfah-
ren zur Verfigung stellen, das befahigt, sukzessive alle Formeln zu
konstruieren, die den inhaitlich beweisbaren Aussagen der klassi-
schen Mathematik entsprechen. Hat ein System von evidenten
Grur?daussagen {(Axiomensystem) diese Eigenschaft (namlich daB
alle inhaltlich wahren Sétze auch formal auf Grund eines endlichen
Regel.§ys?ems abgeleitet werden kénnen), dann spricht man von der
Volistandigkeit dieses Systems. Die formaje Unbeweisbarkeit (zum
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Beispiel der Formel 1=2) durch diese Methoden wird Konsistenz
(semantische Widerspruchsfreiheit) der Arithmetik genannt. Dieses
Problem 148t sich auch syntaktisch formulieren: Wenn wir ein forma-
les System haben, das so weit entwickelt ist, daB wir es axiomatisie-
ren konnen, dann besteht dessen Konsistenzproblem nur mehr
darin, aufzuspliren, ob es mindestens eine Aussage gibt; die nicht
ableitbar ist, und das eben mit finitdren Methoden. (Denn"wenn wir
nicht einmal 1=2 ableiten kénnen, so ist tberhaupt kein sonstiger
Widerspruch ableitbar. Ware umgekehrt ein sonstiger Widerspruch
ableitbar, so ware dann auch 1=2.) Ein Programm, wie Hilbert es vor-
hatte, das die Vollstandigkeit und Widerspruchsfreiheit des Axio-
mensystems der klassischen Mathermatik auf der Vollstandigkeit und
Widerspruchsfretheit jédes ihrer endlichen Subsysteme und ‘ifirer
endlichen kombinatorischen Beweismsthode aufbauen wollte, be-
ziehungsweise ein forimales System, in dem Volistandigkeit und Kon-
sistenz alles sind, wird durch eine einzige wahre, jedoch nichit ableit-
bare Formel zum Platzen gebracht. Das hat Godel in seiner Arbéit von
1931 aufgespieBt: Ableitbarkeit (=Beweisbarkeit in einem formalen
System) ist schwacher als Wahrheit (= Allgemeingtiltigkeit bei allen
Interpretationen). )
Hilberts Programm versuchte, eine jahrtausendealte, gleichsam
natiirliche Vorstellung von der Mathematik zu formalisieren. Hilbert
wollte ja zeigen — was ihm jedoch nicht gelang —, daB jede wider-
spruchsfreie Aussage der Arithmetik durch abliche giitige formale
Beweismethodén beweisbar ist, daB also das hormale System der
Arithmetik volistandig ist. Fir engere mathematische Teilsysteme

hatte man schon Vollstandigkeitsbéweise gefuriden, so-daB der -

Traum, die inhaltliche Wahrheit von Sétzen der klaé'sis‘_chejr’l Mathe-
matik auf effektive finitire Prozeduren und formale Beweise zu redu-
zieren, gerade knapp vor seirier Verwirklichung schien. ’

Durch Hilberts Finitismus. haite also eine Akzentverschiebung:von
der Frage nach der Wahrheit einer mathematischen Aussage zur
(Entscheidbarkeit bezishungsweise) formaten Beweisbarkeit einer
konsistenten Aussage eines mafhematischen Systems statigefun-
den. Gerade darauf nimmt der Titel von Godels Arbeit Bezug, in der
gerade Hilberts Traum von der Adaguatheit deduktiver Formalismen
fiir die Reprasentation intuitiver Zweige der Mathematik, der Traum
des Uiberragendsten Mathematikers der Zeit, zerschelite, weil Godel
formal exakt mit den Mitteln von Hilberts Programm eben die Unmobg-
lichkeit des so gesteliten Programms, und zwar schon des Teilpro-
gramms betreffend die Zahlentheorie, bewies. Und das, obwoh!
Godel selbst noch ein Jahr vorher in seiner Dissertation von 1930
Gber ,Die Volisiandigkeit der Axiome des logischen Funktionenkal-
kuls* (Monatshefte fiir Mathematik und Physik 37 {1930], S. 348—360)
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zu Hilberts Traum beigetragen hat. Denn durch diesen Volisténdig-
keitsbeweis der Pradikatenlogik (auch ,Quantorenlogik* genannt)
wurde ein wichtiges, von dem Hilbert-Schiiler Ackermann gerade
erst 1928 gestelites Problem geldst, und zwar so, daB die Mitarbefter
am Hilbertschen Programm Hoffnung far ihre gréBeren Ziele schop-
fen konnten.

Direkte Vorlaufer

Wir wollen jetzt kurz die Unvollstandigkeit der Arith metik beiseite las
sen und die groBen Pionierarbeiten des pmbiemgeschlchthchen Vor-
feldes, in dem Godel den SchluBakkord setzte, dlskutxeren Dazu
gehoren die Arbeiten von Leopold Lowenheim, Paul Bernays Thoralf-
Skolem, Emil Leon Post, Johann von Neumarin und Jacques Her-
brand, die im allgemeinen in Richtung auf Vollstandigkelt von Pradi-
katenlogik und Arithmetik hinzielten.

In der 1915 verdffentlichten Arbeit ,Uber Mdglichkeiten im Relativkal-
kdl“ von Léwenheim finden wir nichf nur den ersten Beweis eines
limitativen Theorems, sondern auch damals wenig im Trend liegende
Begriffe wie Gultigkeit und Entscheldungsmethoden . Léwenheims
Theorem zeigt, daB, wenn eine wotheformte Formel inem unend-
lichen Bereich giiltig ist, sie auch im Abzahlbaren guihg ;st Fir den
singuldren Pradikatenkalkiil erster Ordnung mit Idenhtﬁt {mit ur
einerndividuenvariableri ini den Pradikaten) erbrachts er dié i
Losung des Entschezdungsproblems ‘Skolem (1919) Beh
(1922 und Herbrand - {1931)® simplifizierten  tind verb"
Ldwenheims Theorem. 1921 publiiziette Post erstmals Bin Vollst: -
keitstheorem Gber die Auss: gen'loglk, die erste alfgememe Formulig-
rurig fiir das \/ollstandxgke sproblem far Subsysteme der Pnn rp/a
Mathematica (,Introduction to a General > i
positions“). Paul Berniays f SF i d!gkextstheo-
rem fur die Aussagen]ogxk aUSgearbevtet ‘aber erst 1926° pubhzlert
1922 publizierté Skolef: erneut gine Verbess' ng vorn Lowanhelms
Theorem (,,Emrge Bemerkungen zuraxrom dé
Mengenlehre®), das xmphznt Godels Vb n Viéh
1930 enthielt. Ti eiri Arbelt ,,Uber die mal ematrsche Logik*{1928)
nimmt Skolem Héfbrands Fuhdamentaltheoren vorwey, studiert Ent-
scheidungsprobléme und Beweisverfahren und &tabfiert die formale
Beweisbarkeit, womit er nochiials Godels Volistandigkeitsresultat
von 1930 antizipiert.

Godel selbst® schreibt am 14. August 1964:

Was Skolem gerechterweise hatte beanspruchen konnen, aber offensichtlich

nicht tat, ist, daB erin seiner Arbeit von 1922 implizit bewiesen hat: entweder A ist
beweisbar oder nicht-A ist erflibar (beweisbar in einem informellen Sinn).
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kundig es auch
Jedoch, da er.dieses Resultat nicht kiar formul'erte {und offen
ihm seibst moht ganz klar war); schel dieses Resulta’c vollkomynern: ;nbekannt

obwohl ein substantleﬂerTeﬂ ikres F’robrems dadu rch rmphz;t bereits
gelost war. Hilbert und Ackermann:hatten namlich in diesem Butch
die Vollstandrgkelt c{es Pradxkatenkalkuls erster. Ordnung zZtir Frage .

spr
schendbarkelt) Dies verband Ihﬂ mit Godel 1931 schneb er Godel
einer Brief mit dem Vcrschrag, ‘alle:berechenbaren zahlenttisoreti-
schen Funktiorsn-mittels sinfachsr Gléichurigssysteme darzustel-
len; was ‘Godel zur Definition: der: {allgemein) rekursiven Furiktion
anregte -{;On undecidable.. propositions.of .formal -mathematical
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systems”, Princeton 1934). Herbrand betrachtete sein Fundamental-
ﬂ?eorem als Arithmetisierung der mathematischen Theorien; aber
eine Arithmetisierung der Syntax wie Gédel in {1981), wo Zahlen For-
meln so zugeordnet werden, daB syntakiische Eigenschaften {wie
Beweisbarkeit) mit Eigenschaften von Zahlen korrelieren, hat Her-
brand nicht geliefert. ’

Hilberts Programm

Giéde! fing sein Studium des Hilbertschen Programms etwa 1928 an.
Einer seiner gréBten Anreger war sein Lehrer Rudolf Carnap (der
19286 als Dozent in Wien begann), weil Carnap (1928) genau wie Hil-
bert zunéchst einmal daran interessiert war, zwecks einer exakten
.{\nalyse der Mathematik ein Begriffssystem zu schaffen, das mog-
lichst die gesamte klassische Mathematik enthalten solite. Der Ahn-
herr dieses Anliegens war Leibniz (.Characteristica universalis*
~mathesis universalis*), aber erst Frege schuf 1879 und 1893 mit sei-’
ner- ~Begriffsschrift* das eigentliche Vorbild eines entsprechenden
Ioglstigchen Systems. Carnap studierte Ubrigens mehrere Jahre bei
F.rege in Jena, der auch in seiner Doktoratskommission war. Aller-
dings wurde Freges ,Begriffsschrift* bald durch das viel leichter les-
bare System von Whitehead und Russell (Principia Mathematica I1-lI
1910—1913) abgelGst, das sowoh] der Hilbert-Schule wie auch dem’
Wiener Kreis — einschiieBlich Carnap und Goédel — als Vorbild
diente.
Wir wollen nun langsam auf die Unvollstandigkeit der Arithmetik hin-
steuern und ihre ideengeschichtlichen Hintergriinde erértern. Hil-
bgrts Programm hatte namlich eine deutlich verschiedene, sogar ge-
wisserweise unveriragliche Zielsetzung mit der Freges und Russells.
Die !etz’teren wollten Logik und Mathematik im Geiste von Leibniz und
Bolzano total verschmeizen. :
i:ﬁlbert und seine Schule hingegen haben sich vielleicht zu wenig
Uberlegt, ob die sprachlichen Mittel, die sie von den finiten Vorlagen
Freggs und Russells Gbernommen hatten, wirklich fir ihre Zwecke
aqsrelchtenA SchlieBlich hatten Frege und Russell ja auch keinen
Widerspruchsfreiheitsbeweis vorgenommen. Flur ihre Zwecke war
die Vollstandigkeit auch nicht wesentlich, also daB jeder mathemati-
schBe Sachverhalt einen entsprechenden Formelausdruck erhalten
muB.
Die Sprache ist ja ein endlich kombinatorischer ProzeB, in dem die
sprgchlichen Zeichen, nach festen Regein angeordnet, herummani-
puliert und verschoben werden. Es gibt daher nur eine begrenzie An-

zahl von Formelausdriicken der logischen Sprache; die Mathemati-
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ker sagen dazu, es gibt nur abzahibar viele Formein und daher auch

nur abzahlbar viele nennbare mathematische Objekte. Im Gegensatz

dazu hat die mathematische Anschauung jedoch ,viel mehr* Ob-

jekte. Ein Mathematiker kann zum Beispiel das ganze Zahlenkonti-

nuum {die Menge der reellen Zahlen) auf seine Anschauungsweise

begrifflich wahrnehmen, und dieses ist von {iberabzahlbarer.Mach-
tigkeit. Auch wenn der Mathematiker nicht jede einzeine reelle Zahi

benennen kann, so hat er doch wesentlich ,mehr* reelle Zahlen

(namlich Qiberabzahlbar viele) in seiner Gesamtheit vorhanden, um

damit arbeiten zu kénnen. .

Godel stelite also die Frage: Kdnnen alle mathematischen Sachver-
halte — insbesondere die Sachverhalte der bloBen Zahlentheorie —
tiberhaupt in .irgendeinen finiten Sprachformalismus abgebiidet
werden? Zu diesem Gedankengang, dem alle Mitglieder der Hilberi-
Schule auswichen, ist Gédel vom Erzfeind des Hilbertschen Pro-
gramms angeregt worden, von Brouwer, und zwar von einer Rede, die
dieser am 10. Méarz 1928 auf Einladung von Gddels Lehrer, Karl Men-
ger, in Wien gehalten haf'® — bei diesem Vortrag sah Gbrigens Godel
Wittgenstein, ohne mit ihm zu sprechen, aus der Entfernung und zum
einzigen Mal in seinem Leben." Brouwers Rede auf der Wiener Uni-
versitit war fiir die Geschichte der Mathematik und der Philésophie
auBerst folgenreich: Denn nicht nur, daB Brouwer Godels Verdacht
gegen Hilberts Programm mit ins Rollen brachte — dies, obwohl
Godel viel weiter von Brouwers Intuitionismus entfernt war als Hjibert
selber: Brouwers Rede hat auch Wittgenstein angeregt, sich wieder
philosophischen Themen zu widmen.” .

Brouwers Sprachkritik

Brouwer hatte schon vor dem Ersten Weitkrieg den linguistischen
Apparat des Frege/Russell-Logizismus bekriegt. -Als Intuitionist
waren fiir ihn die gedanklichen Konstruktionen derRechnungen und
die Beweisfihrungen im Geiste das Wesentliche an der Mathematik.

Die sprachliche Verkleidung dieser Konstruktionen, ob zum Zwecke -

der Erinnerungsstiitzung oder der Mitteilung, war ihm sekundér, ja
geradezu verniachlassigbar. Daf €ine so groBe Autoritat wie Hilbert
-etwas derart Unwichtiges wie die sprachliche Reprasenianz der
Mathematik zum zentralen Thema eines Gmn‘dlagenprogramms her-
vorkehrte, erfiillie Brouwer mit Abneigung. In seiner Wiener. Rede
unterlieB er es also nicht, noch einmal auf die Unzuverlassigkeit der
Sprache hinzuweisen, was er so darstellte, daB der freie menschliche
Geist sich nicht durch ein mechanistisches Sprachgefige einfangen
i&Bt. (Dies klingt bereits, teilweise sogar wortwérﬂich_,wié die lange
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ée"lt diskutierte Hauptvariante der philosophischen Auslegung des:

_odelschen Satzes.) Nach Brouwer bedeutete die geistige Freiheit
nicht nur, daB man nach Belieben Konstrukti_ohen nach vorgegebe-:
nen Mustern ausfihren kann, sondern daB man sogar noch die‘}“;
Muster selbst_zum Gegenstand machen und unbegrenzt vermehren
k.ann:“AHe i?efmiﬁonstypen und Beweismuster selbst kénnen nie fer—l
tig prasentiert werden, das heiBt die Menge der Konstruktionsregefrié-"

kann nicht abgeschiossen werden.
Srouvyers Redg bes.térkte Godel darin, daB kein finites Sprach- und:

gtzelss_ystem im Sinne Hilberts je ausreicht, um auch nur alle blol
arithmetischen Sachverhalte auszudriicken. Als Platonist glaubt

Godel an das fertige Vorhandensei
: g n ven allen i
griffen und Sachverhalten, e . o Konaan Ee

auch nur entdecken kann.

Gantors Diagonalverfahren

Im Falle der Zatilentheorie 18t sich sofort in diesem Sinne das bes "

gl_thte Dlagopalverfahren von Cantor anwenden. Cantor frappierte”.
ie mathemahsc;he Welt, als er zum ersten Mal 1885 sein Verfahre‘ﬁfl
::rv:/avcdte_,t um die Nichtabzahlbarkeit der reéllen Zahlen nachzuiei-
s d womit er g!exchzemg die Existenz einer gréBeren Unendiichikelt
s -|e emfacl_':e Unendlichkeit der. natailichen Zahienreihe ‘néch-
wies: Es war die ,Machtigksit des Kontinuums*, das heiBt die Anzah|

der Punkte in jeder stetigen Kurve.
l;benfalls: kann man Cantors Diagonaiverfahren anwenden, um die
Ub.erabzahlbarkeit der zahlentheoretischen Sachverhalte ’nachzu-
\lijvelsen, was Godel 1931 in einem Brief an Zermelo erwshnte.®
ba:taui fplgt aber‘auch schon sofort. die Unvollsténdigkeit von Hil-
° ee” ; initer Bewe;smetpode (sowie nattirlich auch der Frege/Rus-
el lﬁrai:en, worauf sich Godel dann auch im Titel seines berihm-
fen Au satzes 193.1 beng); denn diese Methode deckt ja héchstens -
abzg ! l.)al: ux_'lgndhgh v_xe]e Formeln beziehungsweise Sachverhalte
ﬁk‘innelch zlzltxg_; helf%t z.:hes, daB keirr Wahrheitsbegriff fir die- Arithme-
e ber alb exqer ﬂmtep Sprache definierbarist — Gédels Vorrang
b:rcuh etzughch«derWahrheitsprobIematik hat Alfred Tarskiin seinem
chen“n(\den tAufsatz wDer Wghrheitsbeg‘riff inden formalisierten Spra-
P ;e,; \s/;:h 19_36) gebithrend anerkannt. Denn um einen Wahr-
poebe g in em'er Sprache zu definieren, miissen alle Sachver-
€ des Gebietes in der Sprache ausdrickbar sein, Gber d i
Satze der Sprache reden. ' s die
Man kann im Grunde in Cantors Dia onalverf:
Gode_l_sct}en Beweises erblicken, da dgas Diagoiggfgﬂgﬁ?eszzr; ges
vollsténdigkeit jedes finiten Sprachsystems nach sich zieht "
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gal ob der Geist sie konstruieren oder.

Tatsachlich hat schon 1928 der Mathematiker Paul Finsler, der bei
Carathéodory- und Hitbert studiert hat und selber ein Platonist wie
Godel war; in einem Aufsatz!? gentigend deutlich.gemacht, wie das
Diagorialverfahren; aber auch die verwandte Richardsche Paradoxie
zur Widerlegung des Hilbertschen Programms angewardt werden
kann. L - . .
Finsler hatte auch schon.erkannt, daB die Gberzeugendste Wider-
legung der Hilbertschen. formalen: Methode darin bestehen miBte,
mit Hilfe dieserformalen Methode selbst einen Satz zu konstruieren,
der nachweislich: formal-unentscheidbar ist auf Grurid seiner Kon-
struktiohsmerkmale. Finsler hat: also die Frage nach:der formalen
Widerspruchsfreiheit.im-Sinne von Hilbert mit dem Problem der Ent-
scheidbarkeit verknﬁ_pﬂ; Er konstruierte einen Satz, der formal wider-
spruchsfrei, aber iogisch falsch, bezieéhungsweisg, obwohl. falsch,
formal ‘unentscheidbar: ist. Diese. Vorgangswéise -erseheint. des-
wegen Uiberzeugender als eine allgemeine Anwendung des Cantor-
jonalverfairens, weil das letztere immiet von der Existenz
h nenl) unengdlichen Ménge vor Gegenstan-
abellarischenAnordriung ausgehen muB, Ein
v der Intditionist wie Brouwer wirde die Verwendung
einer unehdlichen nge tiberhaupt als sinhlos ablehnen; wihrend
es.:auch, im. Hilbe ni. Programm.- wesentlich zur Praxis. Seiner
Methode gehort, Skepsis lber: die aktuale Existenz unendiicher
Mengen walten zu lagsen.und noch weniger als die Intuitionisten in
Beweisen irgendeinén Gebrauch davor zu.machen..
Finslers Arbeit ermangeite aber einer formaltechnischen Darstellung
und sétzte sich nicht durch, weil er die formale Methode der Hilbert-
1 g -nicht beherrschte:. Insbesondete. er-
{inschatien, tla8 die unentscheidbare For-
igentlich: gar nicht finit konstrulert wiirde,
wesentlich Bezug nimmt auf eine unend-
uf eine ganze Antidiagonale; (Genaugenom-
¢ ‘ scheidbarer Satz®, der denhoch:,rein ge-
anklich® beweisbar ist; nicht.zum untersuchten formalen System
selbst; sondern.zu dessen: Metatheorie; wie man heute sagt) Weil
aber Finslers ';Unemscheidbarer Satz* nicht finit-konstruiert wurde,
verfehlte er. sein :Ziel,:einen- finiten Unvollstandigkeitsbeweis. zu
bringen. . .
Hilbert und von Neumann wollten.auBerdem auch das Uberabzahi-
barkeitsargument, namiich daB die. gesamten zahlentheoretischen
Sachverhalte und Wahrheiten: iiberabzahibar -sind, wéhrend die in
der von Hilbert forcierten. Pradikatenlogik. formulierbaren Sachver-
halte und Wahrheiten jedoch nur abzahlbar sind, nicht gelten lassen.
Fiir sie war der in der Pradikatenlogik kodifizierbare und formalisier-

einer (f )
den i einer end
Konstrukiivist
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pare Teil der Arithmetik der beweisbare Kern, Und wenn man die
mhglt!_iche Zahlentheorie mit der formalen vergleichen wolle (zum
Beigpnel der Peano-Arithmetik), so miisse man sich auf den nennba-
ren inhaltlichen Teil der Zahlentheorie beschranken, um diese bei-
derj Ebenen (die inhaltliche und formale) adaquat rT;iteinander ver-
glelchep zu kdnnen. Die nennbare Zahlentheorie entsbricht in etwa
dem Tes.!, der von den Mathematikern konkret konstruiert werden
kann. Gode! kannte diese Ansicht und vermied deshalb von Anfan

andas UbfarabzéhJbarkeitsargurnent und jeden Hinweis auf das CanEE
torsche Diagonalverfahren. Dennoch spiirte Godel alizu deutlich: Ein
Unvolistidndigkeitsbeweis lag in der Luft. -

Godels Entdeckung

Nachdgm wir kurz die Konturen des intellektuellen Klimas innerhalb
deriogrsch.—mathemaﬁschen Grundiagenforschung im ersten Viertel
des zwanz_:gsten Jahrhunderts skizziert haben, diesen Streit der
S_chulen, die vielen Teillésungen und unterschiedlichen Terminolo-
glen,‘ kan_n man sich woh! vorstelien, wie lohnend der Gewinn einer
Arbe:t sein wirde, die alle diese Probleme, die ja schon zum Teil oder
1nforn7eli geldst waren, in einer von allen Schulen akzeptierten Termi
m_alogle und Beweismethode eindeutig klaren wiirde, ™
Eles war es, was dem 25jahrigen Godel gelang. Er bewies in seiner
rbeit von_ 1931 ,Uber formal unentscheidbare Satze der Principia
Mathgmahca und verwandter Systeme 1, daB die Vollstandigkeit und
die Wlderspruchsfreiheit der Arithmetik mit finiten Mitteln unbeweis-
bar sxpd. Godel traf das Hilbertsche Programm damit im innersten
Eern, indem er ngr die Annahmen dieses Programms selbst verwen-
Fe’te, um es zu widerlegen. Dabei folgte Gadel vorerst der Anregung
inslers (1926) und erstelite eine zweifelsfrei finitdre zahlentheoreti-
sche Aussage (die sogar auf einer hheren Stufe als wahr erkannt
;Nerden musB, obwo.hl dies nicht im Beweis verwendet wird), die aber
om}al yveder beweisbar noch widerlegbar und damit unentscheidbar
bezughc.h :;ier vorgegebenen finiten Beweismittel ist: womit die Zah-
Igntheone im Rahmen des Hilbertschen Programms’unwiederbrin -
hcl:x upvollsténdig bleibt, was auch den Beweis ihrer Widerspruchg-
freme}t verhiqdert. Die Unméglichkeit des Widerspruchsfreiheits-
beyyexses ergibt sich eigentlich als Korollar und wird gewdhnlich
~Gbdels zwgiter Unvolistandigkeitssatz" genannt. 1c
E;se’:‘rgebm;lwar so eipdeutig'und verbliiffend, daB sich daraus auch
Naturgszsze enge.phllosop_hlscher !ntg_rpretationen betreffend die
N mens_chhchelj Gelgtes, seine Uberlegenheit iiber Maschi-
en und so weiter ableiten lieBen, die zur Attraktivitat von «Godels
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Beweis*, wie er hinfort genannt wurde, erheblich beitrugen, obwohl
Lpositive® Losungen wie die Vollsténdigkeitstheoreme von Tars'kj (far
reell abgeschlossene Karper, 1931) und von Gentzen (fardie Arithme--
tik) fur die Weiterentwicklung derLogik selbst mehr brachtén, cbwonhl
Gentzens Methode tiber rein finite Mittel hinausging. Klarerweise ent-
ztindet sich der philosophische Geist aber lieber an Theoremen, die
theoretische Grenzen aufzeigen, so wie eben Goddels Theorem.
Godels Arbeiten von 1930 und 1931 hatten auch viele rein technische
Vorteile gegeniiber seinen Vorlaufern, was ebenfalls ihre Wirksamkeit
und ihren Erfolg erkiart. Herbrand, Léwenheim und Skolem, die tech-
nischen Vorlaufer von Gddels Vollstandigkeitssatz fiir die Pradikaten-
logik (1930), dessen Problem vom Hilbert-Schiiler Ackermann (1928)
prazis formuliert worden war, arbeiteten bloB beweistheoretisch und
semantisch nur mit Wahrheitsfunktionen. . "
Zur Zeit Godels hingegen war der Modellbegriff in Ausarbeitung, den
unabhangig auch Alfred Tarski fiir seine berihmte Arbeit ,,Der Wahr-
heitsbegriff in den formalisierten Sprachen® (1933 -auf polnisch) und
auch schon vorher in ,Sur les ensembles définissables de nombres
réels. 1“ (1931) beniitzt hat. In (1933) hat Tarski auch bereits eine
Methode der metamathematischen Darstellung & la Godel entwickelt.
Direkt an Godel (1931) knlpfte er an ,bei der negativen Ldsung des
Problems der Definition der Wahrhéit fir den Fall, daB die Metaspra-
che nicht reicher ist als die untersuchte Sprache®.®
Godel verwendete also als erster den Modelfbegriff fir seine Formu-

lierung der Vollstandigkeit in dem Sinne, daB, wenn ein Satz in allen .

Strukturen wahr ist, er auch (mit Hiife der im formalen System vorge-
gebenen Beweisbeziehung) ableitbar sein muB. Des weiteren be-
niitzte er den Interpretationsbegriff und die logische Folgerung.

An dieser-Stelle sei auch kurz auf Gédels weitere epochale Leistun-
gen verwiesen, wie seine Beitrige fiir die Mengenlehre (relativer Kon-
sisterizbeweis, Cantors Kontinuumsproblem), fiir die Rekursions-
thearie, fir die Kosmologie (eine neue Lésung der Einsteinschen
Feldgleichung mit rotierenden Universen), tiber die Lange von Bewei-
sen.(1934/35), das intuitionistische Realisierungstheorem und seine
zahlreichen fundamentalen philosophischen Abhandlungen.
Godels groBe Errungenschaft, die seine Zeitgenossen so frappierte
und die ,weit durch den-Raum und die Zeit hindurch ein Markstein
bleiben wird“ (Johann von Neumann), ist aber sein Unvollsténdig-
keitsbeweis, den er.im Sommer 1930 gefihrt und im Herbst dessel-
ben Jahres ausgerechnet Johann von Neumann in Kdnigsberg vor-
gefithrt hat, der selbst sechs Jahre lang an Hilberts Seite gekampft
und die Widerspruchsfreiheit eines bedeutenden Teilsystems der
Zahlentheorie bewiesen hat (1927). Gode! zeigte als erster in der
Geschichte der Mathematik (wieder in den Worten von Neumanns),
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gaB '?Aewisse n’]athematischg Theoreme mit den akzeptierten exakien Methoden

V\o/aorft atl*;’er?atak weder bewiesen noch widerlegt werden kénnen. Mit anderen

Sétz:r? . at er das Vorhgnden§ein van unentscheidbaren mathematischen

Sizer Kzg;si%n& bevu;seshwz:;ers, daB ein sehr wichtiger spezifischer Satz
2 unentscheidbaren Problemen angehérte: die Frage,

. . . .. ; ’ Ob

M:th;matlk von inneren deerspruchen frelist. Das Resultat ist in se'mergquasi—

sc{la oﬁ'n ,,Seli?styernenpunq“ bemerkenswert: Es wird nie mit mathemati-

WidZ‘:sp rxét;l}r; :r?t%l“'?th Esem, gle CewiBheit zu erlangen, daB Mathematik nicht

. ait. Es muB der wichtige Punkt betont werden, da8 di i
A att. ¢ v s ies kein
philosophisches Prinzip oder eine einleuchtende intellektuelle Einstellung, son-

dern das Resultat eines st i i
afimiontor A taps strengen mathematischen Beweises von besonders

Die Folgen des Godel-Satzes

Godel betonte in seinem Brief an Zermelo, daB an seinem Beweis
wesentlich und zentral der Nachweis war, daB jedes fir die Darstel-
lung der Zahlentheorie verwendbare formale Sprachsystem L eine
Grauzone von wohlgeformten, sinnvollen (im Falle von G sogar wah-
rent) Satzen hat, die aber notwendigerweise wegen ihrer Struktur mit
den Mitteln von L unentscheidbar bleiben. Und es niitzt nichts, G als
Axiom in L aufzunehmen, um Entscheidbarkeit wiederherzustellen;
denn man erhalt dabei ein neues System L', fir welches ein neuer
Godelsatz G entsteht, und so weiter ad infinitum.’
Viele Mathematiker empfinden, obwohl sie die Korrektheit von
Gédels Beweis nicht anzweifeln, dennoch eine gewisse Unzufrieden-
heit wegen der Natur des Godelschen Satzes G, und zwar weil er auf
eine Weise definiert wurde, die der Zahlentheorie fremd und gekun-
stelt vorkommt; denn vor der Ankunft von Computern mit gespeicher-
ten Programmen waren syntaxbezogene Zahlenbeziehungen wie
. Bew und Sub unerhdrt. Noch weit mehr hétte es die Mathematiker
n#&miich frappiert, wenn beispielsweise die seit Jahrhunderten unge-
' 15ste Goldbachsche Yermutung, -namiich daB jede gerade Zahl als
Summe von zwet Primzahlen darstelibar ist, sich als unentscheidbar
nachweisen lieBe. (Godel meinte Gibrigens selber, daB die Goldbach-
sche Vermutung durchaus — finit — unentscheidbar sein kdnnte.)
Zunachst kann aber wie folgt beantwortet werden: Obwohl G sehr
“‘wohl auf eine neue Weise aufgebaut wurde, ist es heute keine Frage
mehr; wie ungewdhnlich oder gekiinstett er ,sub specie aeternitatis”
ist: Denn seit der Erfindung des Programmierens von Computern
durch von Neumann, der dabei auch von Godel beeinfluBt wurde, ist
es ein Gemeinplatz geworden, Zahlentheoretische und sprachlogi-
'sche Sachverhalte mitéinander in Programmbefehlen zu verzahnen.
Dariiber hinaus hat Godel in seinem urspringlichen Aufsatz 1931
.schon darauf hingewiesen; daB jede Lerkenntnistheoretische Anti-
riomie®, geeignet abgewandelt, fur die Formel G Verwendung finden
onnte; aber es ist bekannt, daB unendlich viele soiche Antinomien
:erzeugt werden kdnnen (zum Beispiel: ,A sagt, B hat recht; B sagt, C
‘hatrecht .. : Y sagt, Z hat recht; Z sagt, A ltgt*; und so weiter). Solche
'wnd verwandte Schieifenbildungen kommen in. Programmschritten
‘recht haufig vor, also sind Satze wie G heutzutage gar nicht unge-
wohnlich. ’
och kénnen (finit) unentscheidbare Sétze auch aus.dem traditionel-
Jlen Bereich der zahlentheorstischen Probteme gefunden werden,
shnlich wie die Goldbachsche Vermutung, und zwar im Bereich der
sogenannten ,Ramsey theory”, die zur Kombinatorik gehort, wobei
man das Problem hat, die sehr schnel! wachsende Zahi von Kombi-
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nationen beziehungsweise Anordnungen von Gegenstianden aus
einer wachsenden Reihe von Mengen zu berechnen und zu charak-
terisieren. Zum Beispiel, zu einer vorgegebenen Zahl n die kleinste
Menge von Personen zu berechnen, von der sich entweder minde-
stens n Personen paarweise einander kennen oder sich mindestens
n Personen paarweise nicht kennen. Diese Menge wéachst so schnell,
daB das Wachstum einer Verallgemeinerung davon nicht rekursiv
definiert werden kann, das heiBt wachst in einer uns bisher unbe-
kannten Weise®

Sofort nach der Verﬁffenthchung von Goédels Unvolistandigkeits-
beweis 1931 ergab sich eine Anderung im Bereich der Logik- und

Grundlagenforschung der Mathematik. Hilbert sah enttduscht ein,

daB ein Kernpunkt seines Programms aufgegeben werden muBte:
daB die Beweistheorie, die in der metamathematischen Grundlagen-
forschung verwendet wird, schwécher oder zumindest nicht starker
als die zu begriindende Theorie sein sollte; insbesondere hat Hilbert,
kurz nach Godels mindlicher Ubermittiung seines Beweises an
Johann von Neumann (mit dem Hilbert persénlich eng zusammen-
arbeitete), angefangen, Beweisregeln zu erdrtern, die stirker als voll-
stéandige Induktion waren. Carnap in Wien, mit dem Gadel sténdig be-
treffend Grundlagenfragen in Kontakt war, lieB ein groBes Manuskript
ungefertigt und fing praktisch ganz von neuem an, wobei er durch-

wegs von Gddels neuen Methoden Gebrauch machte, vor allem von,

der Trennung zwischen Objekt und Metasprachen; das Resultat war

die berlihmte Logische Syntax der Sprache (1934). Die groBe polni- :

sche Logiker-Schule um Lukasiewicz und Lesniewski in Warschau
hat sich wesentlich neu orientiert auf metamathematische Studien,
die unter anderem Tarski und Mostowski weiterfiihrten. Die amerika-
nische Schule um Church in Princeton (einschlieBlich Rosser und
Kleene, die neben Bernays am meisten zur Anwendung und Vertie-
fung von Gdodels Unvolistandigkeitsbeweis leisteten) ist unmittetbar
und sofort auf Godels ,Richtung” eingeschwenkt, zumal Godel
schon 1934 an Ort und Stelle in Princeton seine Ergebnisse vorgetra-
gen hat — von dieser Entwicklung war auch Emil Post in New York mit-
begrifien, der in der Isolation manche ldeen und Methoden Godels
vorweggenommen hatte. In England, wo Ramsey tragischerweise
1930 mit sechsundzwanzng Jahren starb, trat der geniale Alan
M. Turing™ hervor, der den Frege/Hilbert/Godel-Begriff des formalen
Systems in die allgemeinste und bestechendste Form eines Automa-
ten, ,Turing-Maschine® genannt, gebracht hat. Nur die Intuitionisten
(Brouwer, Heyting), Phanomenologen (Husserl, Becker, Kaufmann)
und Ultrafinisten (Wittgenstein und seine Schule) blieben desinter-
essiert an Godel, weil fir sie Volisténdigkeit nichts Beweisfihiges
beziehungsweise -wiirdiges blieb; aber die letztgenannten Schulen
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machen damit die sicher falsche Annahme, daB die menschhche
Intuition niemals fehigeht.

Mechanismus, Mentalismus
und Metamathematik

in den letzten Jahrzehnten hat Godels Beweis einmal mehr ein zen-
trales und vielleicht spektakuldres interesse gewonnen, und zwar
insbesondere in der von der Theorie der kiinstlichen Intelligenz ent-
fachten Diskussion, ob der menschliche Geist maschinell erklart
oder gar simufiert werden kann. Aus Gédels Unvollstandigkeitstheo-
rem wurde namlich zunachst der SchiuB gezogen, daB der Geist
keine (Turing-)Maschine sei, weil der Mensch die Wahrhelt eines Sat-
zes und gar unbegrenzt vieler verwandter Satze emsehen und ent-
scheiden kann, dessen Wahrheit von einer Maschine wie einer
Turing-Maschine (als ,Verktrperung® eines formalen Systems) nicht
entschieden werden kdnne. Dabei wird zum einen angenommen,
jede Maschine ist digital (besitzt endlich viele Zustande und bewegt
sich in diskreten Schritten), wahrend zum anderen der Geist irgend-
wie ein unendliches Gebiet (Zahlentheorie) Gberschauen kann.
J.R.Lucas hat in seinem Aufsatz ,Mind, Machines and Gédei” (1961)
die Diskussion erdffnet. Er erblickie in Godels Satz von 1931 den Be-
weis, daB der Geist nicht als Maschine erklart werden kdnne. Gddel
selbst favorisierte eine berthmte Alternative: Entweder ist der Geist
nicht mechanisch, oder die Mathematik, eigentlich Arithmetik, ist
nicht unsere eigene Konstruktion. Godel neigte als Platonist dazu,
den nichtmechanistischen Charakier des menschlichen Geistes, ja
sogar nichtmechanische Naturgesetze anzunehmen.

In der Automatentheorie wiederholte sich die Problemdiskussion der
logischen Grundlagenforschung unter der Perspektive der mechani-
stischen Natur des menschlichen Geistes. Die Unentscheidbarkeit
eines mathematischen Satzes eines Systems mit den Mitteln des
Systems gait als Beweis, daB man prinzipiel! keinen Computer bauen
kann, der alle giiltigen Satze der Mathematik automatisch ableiten
kann. Das menschliche Denken war atso nicht zur Génze formalisier-
bar, nicht mechanisierbar. Der strenge mathematische Beweis der
Existenz von formal unentscheidbaren arithmetischen Séatzen und
der Nichtdemonstrierbarkeit der Widerspruchsfreiheit eines forma-
len Systems im gleichen System selbst beweist die Notwendigkeit
der geistigen Ingenuitdt des Menschen, um neue mathematische
Axiome erzeugen zu kénnen.

Die enge Verbindung zwischen mathematischer Logik und Automa-
tentheorie ist ja ebenfalls aus Godels Theorem von 1931 ableitbar.
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Indem Godel némlich zeigte, daB die grundlegenden Begriffe der -
Logik wie wohlgeformte Formel, Axiom, Ableitungsregel, Beweis und i
so weiter im wesentlichen rekursiv (effektiv) sind, hat er die mathe- :
matische Logik auf eine Theorie der Berechenbarkeit reduziert.
Rekursive Funktionen sind solche, die auf/mit Turing-Maschinen be- -
rechnet werden kénnen. Daher kann die mathematische Logik vom -,
Standpunkt der Informatik aus behandelt werden.'® Umgekehrt kann .
die logische Organisation eines Automaten durch eine Struktur von -
idealisierten Schalt- und Verz6gerungselementen repréasentiert und °
dann in logische Symbole ibersetzt werden. Analog zu Gadels
selbstreferentiellem Satz hat Johann von Neumann einen Automaten -

konstruiert, der eine Beschreibung seiner selbst enthalt, einen
selbstreproduzierenden Automaten. Beitrage von Kurt Godel zu die-
ser Problematik finden sich in einem Buch Johann von Neumanns.2°

Zum Problem, wie weit der menschliche Geist formalisierbar und da-

mit mechanisierbar, das heiBt maschinell reprasentierbar sei und,
umgekehrt, wie sehr Maschinen das menschliche Denken simulieren
konnen, hat Gédel selbst 1951 definitiv Stellung genommen:

Der menschliche Geist ist dazu unfahig, alle seine mathematischen Intuitionen
formulieren (oder mechanisieren) zu kénnen, das heiBt, wenn es ihm gelungen

ist, einen Teil davon zu formulieren, dann bedarf gerade diese Tatsache sines

neuen intuitiven Wissens, zum Beispiel der Konsistenz dieses Formalismus.
Diese Tatsache kann die ,Inkompiettierbarkeit* der Mathematik genannt wer-
den. Auf der anderen Seite besteht die Moglichkeit, auf der Basis dessen, was

bislang bewiesen worden ist, daB eine theorem-beweisende Maschine existiert

{und sogar empirisch entdeckt werden kann), welche in der Tat der mathemati-
schen intuition Aquivalent ist, aber von der nicht bewiesen werden kann, daB sie
es ist, von der sogar nicht einmal bewiesen werden kann, daB sie nur korrekte
Theoreme der finitdren Zahlentheorie hervorbringt.'

Gédel gibt also der kinstlichen intelligenz groBe Chancen, besteht
aber andererseits auf dem nichtmechanistischen Charakter des
menschlichen Geistes, verstanden im Sinne von FuBnote 17b.

Auf eine Maschine, so intelligent wie Godel, werden wir allerdings
lange warten missen.
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Beitrige zu “Godel-Satz, MGébius-Schleife, Computer-Ich”, K43-Gé4b
(b) Der Godel’sche Beweis i ’

Modifizierung des Ligners

°

Es war Godels Leistung, mit auBerster Prazision eine wirklich rein finit
konstruierte Formel angegeben zu haben, die nachweislich unent-
scheidbar ist, und dadurch das formale Sprachsystem, in dem sie
konstruiert wurde, unvollsténdig zu machen. Godels Grundgedanke
war genial einfach: Die zu konstruierende, unentscheidbare Formel
soll sagen: ,ich bin unbeweisbar.®

Dabei adaptierte Godel eine der altesten Antinomien Giberhaupt, die
des paradoxen ,Lagners®, die Epimenides dem Kreter zugeschrie-
ben wird. Epimenides soll einmal gesagt haben: ,Alle Kreter liigen
unentwegt”, welcher Satz anscheinend weder wahr noch falsch sein
kann, wenn man bedenkt, daB Epimenides ein Kreter war und daB die
unbeschrankte Aussage auch ihn treffen miBte. Also muB auch er
ge[ogen haben, weil er selbst als Lagner eingeschlossen ist. Wenn
Epimenides die Wahrheit aussagte, kdnnen nicht alle Kreter unent-
V\{egt gelogen haben, denn einer davon, Epimenides, hatte gerade
n_xcht' gelogen. Alsc muB Epimenides’ Aussage als falsch gelten, weil
sn_a hier eine Ausnahme gefunden hatte. Das ist zunachst noch kein
Widerspruch, wohl aber ein paradoxer Sachverhalt. Der wird jedoch
zur exakien Kontradiktion eo ipso, wenn wir anders formulieren: _Die-
ser Satz, den ich gerade spreche, ist falsch.* ’
Gode! erseizte darin Falschheit durch die Unbeweisbarkeit und be-
merkte dann, daB diese naheliegende Formulierung ,Dieser Satz ist
upbeweisbar" gar nicht mehr antinomial ist, und er schickte sich an
dxgs (mit finiten Beweismitteln}) zu zeigen. {Die Ersetzung von Wahr:
hgf% dt.frch Beweisbarkeit ist und war sehr géngig, besonders bej in-
tuitionisten wie Brouwer, weil man gerne den abstrakien, logischen
Wahrheitsbegriff mit dem menschenndheren erkenntnistheoreti-
sci?en Begriff der Beweisfindung ersetzen wollte, wobei man haufig
gleich draufkommt, diejenigen Wahrheiten als sinnlos auszuschal-
ten, die nicht durch finite Beweismethoden bewiesen werden kénnen.)

86

Godels Problem war nun zweierlei: £rstens muBte er den Selbstbe-
zug, der in den Worten ,dieser Saiz* angedeutet wird, einwandfrei in
einem formalen System im Sinne von Frege, Russell und Hilbert dar-
stellen. In der Zahlentheorie spricht man nur tiber Zahlen und Funk-
tionen derselben, jedoch nicht {iber Formein. Daher muB erst eine
Zuordnung von Zahien zu Formeln und Folgen derselben festgelegt
werden. Sodann muBte er zweitens den Beweisbarkeitsbegriff selbst
so genau prazisieren, daB er als exakter Gegenstand des formalen
Systems behandelt werden kann. Die Beweisbarkeit (als Satzbezie-
hung tiber die Satze des Systems) kann dann auf Zahlen abgebildet
werden und ergibt dadurch selbst wiederum einen zahlentheoreti-
schen Satz.

In den weiteren Ausfiihrungen seines Aufsatzes von 1931 (,Uber for-
mal unentscheidbare Satze der Principia Mathematica und verwand-
ter Systeme 1“. Monatshefte fir Math. u. Phys. 38 [1931], S. 173~198)
verwendete Godel keine mathematisch besonders schwierigen Ge-
dankengange der Zahlentheorie. Er zeigte seine Meisterschaft viel-
mehr in dem sprachlich-begrifflichen Aufbau der Beweiskonstruk-
tion, vor allem in der Sicherheit seiner Behandlung der ,Doppel-
bédigkeit” der Simuitanschaltung von Begriffen auf der Objektebene
{innerhalb des Systems) wie auf der Metaebene. -

Godelisierung

Dabei beeindruckte am stéarksten Godels zahlenmaBige Darstel-
lungsmethode von Satzen und Beweisen, die ihm zu Ehren seither
.Gddelisierung® genannt wird. Goédels Unentscheidbarkeitsformel
von 1931 bezieht sich auf sich selbst, ist selbstreferentiell und selbst-
abbiidend. Die Arithmetik bildet sich auf sich selbst ab {das heift

arithmetische Sachverhaite — Satze und Beweise — auf arithmeti-

sche Gegensténde — Zahlen und Zahifunktionen). Das ist die idee
der Giodelisierung, und die erwies sich als geschichismachtig. Die
Godelisierung geht so vor sich, daB jedem Ausdruck eines formalen
Systems eine Zahi zugeordnet wird, und zwar so, daB man die Zuord-
nung auch umkehrt, indem man fiir jede Zah! berechnen kann, ob sie
einer und wenn schon, welcher Formel sie entspricht. Die Zuordnung
kann auch so geschaffen werden, daBl bestimmie Zahlen fir die
Kiasse der Beweisfolgen von Sé&tzen reserviert werden.

Bei der eindeutigen Zuordnung von Ausdriicken und Zahien kamen
Godel nun die Vorlesungen Uber Zahlentheorie seines Lehrers
Philipp Furtwéangler zugute. Es ist ja bekannt, daB Zahlen eindeutig in
Primzahlfaktoren zerlegt werden konnen, und diese Tatsache ver-
wendete Gddel folgendermaBen: Ein komplexer formaler Ausdruck
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besteht aus einer Folge von Zeichen, denen gewisse Zahlen eindeu-
tig zugeordnet sind. Diese werden als Exponenten den Primzahien
(der aufsteigenden Primzahlenreihe) angeftgt, und die sich daraus
ergebenden Primzahlenpotenzen werden miteinander multipliziert.
Dadurch ist auch dem komplexen Ausdruck eindeutig eine Zahl zu-
geordnet. Dieses Verfahren kann an einem einfachen. Belsplel ver-
deutlicht werden. Man nehme an, dem Individuumsnamen a wird die
Zahl3 zugeordnet, und das Pradikat P {etwa »Sterblich”) bekommt die
Zahl 5. Dann bekommt der Satz Pa (,Der Mensch aist sterblich®) die
Godelnummer 2°- 3% = 32.768. Diese Zuordnung ist nun eindeutig und
erfilit daher die vorgegebene Auﬂage weil die Zahl 32.768 nur wie-
der in die Primzahlfaktoren 2% und 3° zerlegt werden kann und kei-
nem anderen Ausdruck als Pa entsprechen kann.

Ganz originell war die Godelisierung allerdings nicht, denn sie ist in
einer verwandten Form schon von Leibniz'” erfunden worden, der
zeitlebens: !oglsche Ableitung mit H|lfe von Zahlenfunktionen. algo-
rithmisch berechnen wollte und in semer ~spéateren Zeit auf die ein-
deutige anzahlzerlegung von charaktenshschen Zahlen“ gesto-
Ben ist. Gddel War schon frith ein Verehrer von Leibriz ‘géwesen, den
er tiber alle Dénker der Geschichte schatzte, und s ist anzunehmen,
daﬁder von Leibniz zu seiner ,Godelisierungsmethode® .angeregt
wurde

Mit seinen anzah!zuordnungen schaffte Godel den Durchbruch,

denn er hatteé damit einén Code gé&furiden, deres erlaubte insbeson-
deré auch Beweisbeziehungen zwischen den Satzen eines Systems
mnerhalb des Systems (durch emen zah entheoretlschen Satz im

wesentlrchen en‘ordert eine geergn te’ K Hdif
Rexchhalﬁgkelt des naturlxchen Zah[ensystems

GodeliSIerte lewelsbarkelt )

. Mit der- Gﬁdellslerung hat man. a.lso eine Aquwalenz zwxschen zwel

Arten von ‘Aussagen gefunden, msbesondere folgende:.Jedéer Be-
hauptung in der Metasprache, daB B ein Beweis von A ist, entspricht
eine Zahlenaussage C in der Objektsprache {der auch-A 2ngehort),

so daB C besagt: ,Es existiert eine Zahl b, die die Gédelnummer einer
Formelfolge ist, die ein Beweis B von A ist.* Dabei wird C, als.Zahlen-
aussage, natarlich nicht die Formel A und Formelfoige B erwahnen,
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sondern deren zugeordnete Godelzahlen, etwa a und b. Symboeliseh

B8y (dabe1 bet_:leuten = die Togische
udann,w‘e‘ in''L Jund F=“diemetathéo-
es Satzes [formale Ableftbarkeit aus

den Axnomen]) I—A bezelchnet dle Dedukhon der: Formiet A durch
den Beweis B (= nach festgesetzten Regeln aufgebaute Fo rmelfolge)
[Bew. (6,2)] bedeutet: b ist die Godelzahl einer Formelfolgs, die ein
Beweis der Formel der Godelzahl a ist, Bew" ist also ein zahlen-
theoretisches Verhaltnis zwischen Zahlen. (natirlich zwischen. Go-
de‘zahlen) Dabei darf man nie vergessen, um manchmat atich in-der
Fachuteratur vorkommenden MiBverstandnissen vorzubeugen daB
JBew. (b aj” kemeswegs etwa bedeutungsgleich: {im Fachjargon:

intensional équlvalent) ‘mit l——A“ ist. Denn ;,Bew (b a)“ redét Uber

Zahlen, wahrend I——A“ ibér Zahlaussagen redet, also Haben dié zwel
Satze ganz verschiederie Gegenstande zum Inhalt. Die obige. Aquwa—
lenz heiflt bloB, daB die Zahlenaussage Bew (b &))" immer: und nor
dann wahr ist (Und zwar. wegen derKodlerungsdeﬂmhon von ,,Bew“)

wehn ,,I——A“ der Fali st .

Nuri wolite Godel den Sachverhait Dieser Satz ist unbeweisbar* for-
malisieren. Dies zu tun erforderrailerdmgs einigen Aufwand, denn es
muB vor aliém erst gezengt werden daB: uberhaupt samtliche (fm:ten)
Beweisfiguren. iber Zahlenformeln erfolgrelch in’ die-Kodifizierung
durch Gédelzahlen emgehen Denn erst nachdem sichersteht; daB
auch alle Bewerse beshmmten Zahlen entsprechen, kann man: in der

hat man also A = B W
Aquwalenzbezreh ung

Zahlenkodxfuzxerung den Tatbestand représentisren; da sine Formel ..

keinen Bewgis .h s Kénnte ja sein, daB dxe Kodxfmerung be-
st|mmte Bewelsar ig ren nicht. en‘aBt tte ‘Aus der Tatsache, daB
keing Godelzahl eines Beweise istisrt, lisBe sich ‘dafn nicht mehr
darauf schiligBen; daB. auch Kein Beweis da ist, was mar ja zeigen wilk
In diesem: zentralen TexI seines Unvollstandxgkertsbewenses hatte
Godel elgent!xch seine groste Lelstung erbracht, denn er exphzxerte
zum. érsten Mal exakt das. ganze Hilbertsche Programm. {Allerdings
lieR Godbl offen ob: séine- Exphkatlon der finiten Bewelsmettioden
Hilberts Intentionen genau entsprach, und betonte daher, daB sein
Beweis. nicht als.¢ine. juniiberwindbare]. Widerlegung des Hilbert-
schen Programms gelten solle. Dennoch wird Godels Beweis—unse-
res Erachiens richtigerweise — als eine solche Widerlegung gehan-
delt, und zwar, weil Hilbert den Begriff des Finitéaren von Anfang an
moglichst eng faBte, wahrend eine ,Rettung” des Programms, etwa
von Gentzen [1936]}, dessen Erweiterung erfordert.)

Dies muBte ertun, wie aus den obigen Uberlegungen unmittelbar her-
vorgeht, weil er eine genaue Handhabe tber alle moglichen (finiten)

89

271




272

O

Beweisfiguren haben muBte. Dabei zeigte Godel im wesentlichen,
daB alles, was in einem formalen System ,effektiv® entschieden wer-
den kann, in dem kodifizierten Gegenstlck primitiv-rekursiven Zahi-
verhéltnissen entspricht. In diesem Sinne ist also derlogische Begriff
der Entscheidbarkeit aquivalent demn arithmetischen Begriff der
primitiv-rekursiven Berechenbarkeit. Dieser Nachweis Gédels kann
auch als eine Krénung von Leibnizens lebensianger Bemiihung an~
gesehen werden, welche die Logik mit der Zahlentheorie verbinden
wollte. DaB Entscheidbarkeit und Berechenbarkeit miteinander so in
Verbindung stehen, war natarlich von vornherein eine implizite Vor-
aussetzung des Hilbertschen Programms, weil dieses jadie Zeichen-
kombinatorik (worunter auch Beweisflihrung subsumiert wurde) als
quasi dasselbe wie die Zahlenrechnung auffaBte. Dennoch hat dies
erst Godel wirklich gezeigt.

Arithmetische Selbstreferenz

Nach dem Nachweis der rekursiven Berechenbarkeit von Bew blieb
jetzt nur mehr der groBe Trick Gbrig, wie man die Selbstbezogenheit
der Worte ,Dieser Satz ist unbeweisbar* représentieren soll.

Hat man einmal Bew (b, a), wie bereits beschrieben, als Satz tberver-

schiedene Zahlen derart konstruiert, daB er mit der Bedeutung iiA
korreliert, das heiBt wahrheitswertmaBig aquivalent ist, setzen wir
weiter fest:

«Nicht es gibt (mindestens) ein b, so daB Bew (b, a) gilt.“ Als Formel:
< 3b: Bew (b, a).

Dieser Saiz bedeutet: Es gibt keine Godelzahl (zum Beispiel b), die
ein Beweis der arithmetischen Aussage mit der Godelzah] a ist. Be-
zeichnen wir diese Aussage (mit der Godelzahl a) als A, soist das der

metamathematische Sachverhalt: 2 Beweis B: F-A oder kurz A,
also ,A ist nicht beweisbar®. Nun miissen wir noch den Ubergang von
»A ist unbeweisbar” zu ,Dieser Satz ist unbeweisbar schaffen. Arith-
metische Sétze sprechen tiber Zahlen (Gleichheit, Ungleichheit, Exi-
stenz, Addition, Multiplikation ... und so weiter) und nicht @iber Aus-
sagen, daher verwenden wir die Gédelzahlen von Aussagen {und den
darin enthaltenen Symbolen wie Gleichheit ....und so weiter). Wie
représentieren wir jedoch die Rickbezogenheit JDieser Satz .. .*?
Indem wir durch einen komplizierten Trick dafiir sorgen, daB die Zah-
lenkonstruktion ,Der Satz mit der Gédelzahi n ist nicht beweisbar*
eben genau die Godelzahi n hat. Diesem Trick entspricht in der nattir-
lichen Umgangssprache das Zitieren unter Anflihrungszeichen,
auch als Quotieren bezeichnet. {Hofstadter nennt es Quinieren in An-
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lehnung an den berithmten amerikanischen Philosophen Willard Van
Orman Quine.) Dem Quotieren entspricht in der Arithmetik die Sub-
stitution: ]Sub {a,n, cii 1&Bt sich genauso wie Bew (a, b) als primitiv-
rekursives Pradikat definieren, wenn es so konstruiert wird, daB es
die Bedeutung hat: Wird in der Forme! mit der Gédelzahl  die einzige
freie Variable (zum Beispiel x) durch die Zahi n ersetzt, so erhélt man
eine Formel mit der Gddelzahl c. (Diese Substitutionseigenschaft ist,
genauso wie die Beweiseigenschaft, nicht nur primifiv-rekursiv, son=
dern sogar entscheidbar)

Die Substitution

Bezeichnen wir wieder wie vorhin die Formel mit der Gédelzahl a als A
und nehmen an, daB sie eine einzige freie Variable, namlich x, enthatt,
so symbolisieren wir das als A (x). Ersetzen wir die Variable x in A
durch n Striche, die wir mit T andeuten (was die formale Reprasenta-
tion der Zahi n in der formalen Arithmetik ist), so symbolisieren wir
das Ersetzungsergebnis als A (x/R). Mit dieser Symbolik bekommen
wir nun folgende logische Aquivalenz: .
Sub(a,n,c)e AXMA) =C’
(Dabei sei C die Forme! mit der Gédelzahl c)
Wir erinnern uns an die bereits erklarte Entsprechung:

Bew (b, a) - A

Betrachten wir nun das Satzfragment: - Quotiert und vofangestellt ‘

ergibt dies eine infame Liige.®
Die drei Punkte bezeichnen eine Leerstelle, eine Art Platzhalter, in
welche die Quotierung obigen Fragments eingesetzt werden soll.
Das ergibt: ,Quotiert und vorangestellt ergibt dies eine infame Luge*
quotiert und vorangestelit ergibt.dies eine infame Liige.
Man sieht schon fast, daB dies eine Umformung der Antinomie des
Ligners ist. Denn ware der quotiert-vorangestellte Ausdruck eine
infame Lige, dann mBte es auch eine infame Luge sein, daB er eine
infame Luge ist. Er wére also wahr.
Dem obigen Quotieren, also dem Einsetzen des unter AnfUhrungszei-
chen gesetzten eigenen Satzes in die Leerstelle, entspricht das
Einsetzen der Godelzahl des eigenen Satzes in die {einzige) freie Va-
riable: Sub (a, a, ¢). Das heiBt, aus A konstruiere ich A(x/a), wobei a
die Gddelzahl von A ist und @ a-viele Striche bedeutet. Wenn ich nun
zusétzlich fordere, daB A (x/7), das ja die Godelzahi ¢ hat, nicht
beweisbar ist, bin ich fast fertig:

~3b, 3c: Sub(a,a,¢) &Bew (b, ¢).
Man kann das noch anders formulieren, was vielleicht Klarer ist: An
Stelie des Pradikates Sub(a,a, ¢) kann man gleichwertig c=
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Zahl (bezmhungswelse eine; Stnchflgur)-

‘ (alse F) farihteginzige frete Vanable (in ’nserem Falt a) dieG delzahl

sub (g,a) schreiben, wobei das kleingeschriebene sub nun eine
Funktion ist'"® und einen Zahlenwert als Ergebnis liefert, namlich ¢,
die Godelzahl von A (x/3). Dann kann man obigen Sachverhalt verein-
facht schreiben:
~db: Bew (b, sub[a, a]).

Das bedeutet: Der Satz, der dadurch entsteht, daB in der Satzform mit
der Godelzah! a, deren einzige freie Variable (zum Beispiel x) -.durch
ihre. eigene Godelzahl (ndmlich a, beziehungsweise genau durch
a-viele Striche) ersetzt wird, ist nicht beweisbar.

Der Godelsche Beweis

Dieser obige Satz, den wir F{a) nennen wolien, hat eine freie Variable,
namlich a, weshalb er eigentlich nur eine Sa'tzfor'm darstellt {Eine
ist; durch 2 teilbar, bitdet ja noch keme Aussage und |st wederwahr
nech falsch; solange der Wert von x: mcht festgelegt ist.) Wir massen
‘diese Satzform daher in girign géschlossené‘ ¥ Satz verwandeln und
einen solchien erhalten. wir beispielsweise; wenn wir'einé konkréte

£ e e nznge freie
Variable & sinsetzen. Die Satsforin Fla) hat hatirlichauch gine Godel-
zahl, zum Beispiel

Fa2-3b: BeW‘__(S,;s;gb‘ )|

f (beziehiungsweise f-viele Strache) sinsetzt Und was ist das Ergeb-
nis dieser Eifisetzurg von f in F(a)? Natirlich der'Satz =3 b: Bew {b,
sub [T, f]): Er besagt schiicht und einfach: Der'Satz mit der Godelzahl

_sub (f,f) ist unbeweisbar. Und auBerdem hat er auch die ‘Godelzahl

sub {f, ), wie wir bereits wissen {denn die Konstruktionsvorschrift von
sub [f,f] ergibt ja gerade ihnl). Formal ‘schaut das so aus (was wir
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durch Umformen und Zusammenziehen der belden Glelchungen in
der letzten Einrahmung erhalten):

-3 b: Bew (b, .sub [f )= Goz " [sub (f 0l
wabei die inverse Funktion Gz~ [n] den Satz mit der Godelzahl n be-
zeichnet. Graphisch 4Bt sich das etwa folgendermaBen darstellen:

; i — :
|23 b: Bew (b, subf, fl)

Durch Einsetzung von @8z, [ 1 an Stelle von sub [f f] erhait man
unmlttelbar

13 b: Bew b “sub'f, f])_
—~zE! b Bew (b: (Go6z. I—;S_b‘i Bew, (b sub. ff, ﬂ)])

meint; und ssine lnterpretatlon At teben Dle Formelﬁ H
sub if, ’r]) ist unbewexsbar Wir erhalten also:

RREE %S Bew(b ‘sub; [ff])~ . ;
=-15| b: ‘Bew (b, sub; [f ﬂ) ist unbewelsbar B

in'Fachkréisen auch 6ft von A
(formaler) Bewelsbarkelt ges|

9
dig Guitigkeit d

= FRLanEn Imimer gezeig
inhaltlicher Schl € n smd jakéing Grenzen auferlegt

Die Unvollstandlgkelt der Anthme‘uk

Bisher wurde ausfihrlich dxskunert in wel chem Smne dle Godel-For-
mel ihre eigene Unbeweisbarkeit aussagt. Nun fehlt jedoch noch das
Argument, warum sie die Unvollstandigkeit der Arithmetik bewirkt.
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Dazu mussen wir sie -auf ihren Wahrheitsgehalt priifen. Zu diesem
Zweck V\{ollen wir im folgenden den Godel-Satz G nennen und noch-
mals seine formale Bedeutung in etwas verkiirzter Schreibweise
festhalten:

G=A Bew sub (f,f), wobei
sub (f.f) =Goz [4 Bew sub (f,f)] ist. |

Wir wollen nun zeigen, daB G wahr ist, und zeigen dies indirekt: Wir
nehmen an, G sei faisch, und folgern daraus einen Widerspruch.
Also angenommen, G sei falsch, dann ist seine Negation -G wahr.
GemaB obiger Festsetzung gilt:

2G> 3 Bew sub(f, f),
wobei sub(f, f) = Gédelzah! von G.

Das heit, G ist dann beweisbar. Nun gilt fir alle wichtigen formalen
Deduktionssysteme K wie die Prédikateniogik und auch die (formale)
Peano-Arithmetik, daB sie korrekt sind, das heiBt, wenn eine Formel A
ableitbar ist, muB sie auch wahr sein:

Korrekt Ki=hrA=>wahrA fiir Y Formeln A.

Wegen der Korrektheit der Peano-Arithmetik muB dann G (zusatzlich
zur Beweisbarkeit) auch wahr sein.

Das ist aber ein Widerspruch zu obiger Voraussetzung, daB G falsch
sein soll.

Aus diesem Widerspruch folgt, daB G wahr sein muB. Wenn G aber
wahr ist, ist es auch unbewesisbar, da es ja seine eigene Unbeweis-
barkeit behauptet. Diesen Sachverhait nannten wir aber gerade Un-
vollstandigkeit. Denn Vollstandigkeit eines Systems K bedevutet jadie
Umkehrung der Korrektheit, also: Wenn eine Formel A wahr ist, mu8
sie auch ableitbar sein:

Vollst.K:=wahr A=|—A fir ¥ Formeln A.

Also: Alle wahren Formeln miissen auch ableitbar sein. Fiir G giit das
jedoch nicht, wie wir soeben gezeigt haben. Daher ist die formale
l?eano—Arithmetik unvollstandig. Dariiber hinaus gibt es fiir jedes be-
hgbige Axiomensystem, das die Arithmetik enthalt, immer wahre
gnthmeﬁsche Sachverhalte, die man mit Hilfe der dem Mathematiker
anewohnenden Intuition inhaltlich als wahr erschlieBen kann, aber
nicht aus dem vorgegebenen formalen System (gleichsam maschi-
nell bewiesen) ableiten kann.™ (Fur ein detailfiertes Studium des
Godelschen Beweises sejen Interessenten auf das bekannte Buch
Der Godelsche Beweis von Ernest Nagel und James Newman [Olden-
burg Verlag, Wien 1964] hingewiesen.)
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¢ Diese und die frithere Passage sind Ubersetzt aus einer Lobrede von Neu-
manns anfaBiich der Verleihung des Albert-Einstein-Preises an Godel. New York
Times, 15. M#&rz 1951, S. 31; abgedruckt auch in der Einleitung zum Symposiuras-
band anlaglich Gédels 80. Geburtstag. :

7 G. W. Leibniz, Opuscules et fragments inédits de Leibniz. Hrsg. L. Couturat,
Alcan, Paris 1903; kurz dargestelit in dem weitverbreiteten Lehrbuch von
C.l.Lewis, A Survey of Symbolic Logic. University of California Press, Berkeley
1918, S. 11. Gddel hat sehr wahrscheiniich beide Bucher gelesen; das erste, wei!
er sich frih fur Leibniz faszinierte, das zweite, well es zu der damals Kleinen
Handvoll von Blichem dber die neue mathematischie Logik geharte.

72 Dies ist erlaubt, da das letzie Glied ¢ in Sub (2, n, ¢) eindeutig durch aund n
bestimmt wird, womit die Existenz der Zahlenfunktion sub berechtigt ist. Die
exaldte Definition dieser Funktion lautet: sub (g, n) ist die Godelzahi (zum Bei-
spiel ¢) desjenigen Satzes (zum Beispiel C), den man erhalt, wenn man in der
Satzform {zum Beispie! A) mit der Godelzah! a alle ihre freien Variablen (zum Bei-
spiel x, v, z, und so weiter, oder auch gar keine, falls der Saiz keine freien
Variablen haf) durch die Zahl n (beziehungsweise durch n-viele Striche)
ersetzt. Das ganze als Formel: . :

sub (a,n)=G6z [A(.../T)], wobsi|
a=@o6z [A] und Ti=|il...}ist i
-

i
1
n-rmal |

Oder kiirzer:

[sub {a, ny=Goz [[Goz" (af" (.../m].|

172 Um MiBverstandnissen vorzubeugen: Der intuition kommen dabei keine
mysteridsen Krafte zu, die jede Maschine bersteigt, denn schlieBlich wird auch
die Wahrhetit von G formal bewiesen, wiewoht in der Metatheorie. Godels Beweis
kann vielmehr mutatis mutandis genausogut gegen Intuitionismus: als gegen
Formalismus angewandt werden {es sei denn, die intuition wird ~ gottéhnfich —
als transfinit aufgefaBt); was den intuitionisten bloB deswegen nicht anficht, weil
ersich (falschlich!) nicht um Widerspruchsfreiheit und daher um Vollstandigkeit
kitmmert. DaB die (finitel) Intuition doch. mit eirier Digitalmaschine dquipollent
ist, wurde eigeritlich schon von Turing (1936} und Post (1937, 1941) behauptet,
was— in etwas verschndrkelter Weise — schiieBlich auch vdn Godel {1951 unter-
schrieben werden muBte: siche das vor FuBnote 21 angefahrie Zitat, 8. 98. Zu
Gddels Bemerkung muB allerdings angemerkt werden, daB er den Begriff des
menschlichen Géistes als etwas Uberhistorisches und: schon deswegen Trans-
finites und sogar Gottahnliches auffaBt! Sein Geistesbegriff ist also nicht der
empirisch-psychologische, welcher Sterblichkeit sowie Wahrmehmungs- und
Denkbeschrankungen emst nimmt, sondem eher der transzendentale Begriff
etwa des objekfiven Idealismus Hegels!

18 Eine einschldgige, rein zahlentheoretisch unentscheidbare Formel wurde
erstmals von J. Paris und L. Harrington verdffentlicht: ,A Mathematical incom-
pletenessin Peanc Arithmetic® In: J. Barwise (Hrsg.), Handbook of Mathematica!
Logic, Narth Holland Publ. Co., Amsterdam 1977

*® Alan M. Turing, ,On Computable Numbers, with an Appfication to the Ent-
scheidungsproblem®. Proceedings of the London Mathematical Society 42,
1936-1937, S. 230265 :

20 John von Neumann, Theory of Seffreproducing Automata. Hrsg. Arthur
W. Burks. University of Iifinois Press, 1966, S.25 und 8. 51—56
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Beitrige zu “Godel-Satz, Mbius-Schleife, Computer-Ich”, K43-Gode
) - . ] (©) Ausschnitte aus dem Gespriich mit Franz Kreuzer

21 Zitiert nach einem unpublizierten Vortrag von Gédel in Providence, Rhode - oyt
Island, am 26. Dezember 1951; Josiah Willard Gibbs Lecture. In: Hao Wang, From
Mathematics to Philosophy. Routiedge & Kegan Paul, London 1974, S. 324. Den
wahrscheinlich erschépfendsten Uberblick liefert Judson Chambers Webb:
Mechanism, Mentalism and Metamathematics, Reide} Publ. Co., Dordrecht 1980;
mehr auf kognitive Psychologie und Automatentheorie hin orientiert ist Ray-
mond J. Nelson: The Logic of Mind, Reidel Publ. Co., Dordrecht 1982.

Schimanovich: Mathematik zu erklaren ist ein sehrundankbares
Geschaft. Wenn ich Musik hére, habe ich direkten Zu-
gang zur kreativen Leistung des Komponisten und des
Interpreten. Wenn ich ein Kunstwerk der Malerei be-
trachte, so kann ich sehr rasch erkennen, was das
Wesentliche daran ist. in der Mathematik ist das aber
nicht so einfach. Man kdnnte daher meinen — und
diese Meinung ist in Europa vorherrschend —, daB die
Naturwissenschaften, insbesondere die Mathematik,
kein Bestandteil der Kultur sind. In Europa wird Alige-
meinbildung im wesentlichen mit humanistischer Bil-
dung gleichgesetzt. Anders ist es in Amerika. Dort zahit
man die Naturwissenschaften zur Aligemeinbildung.
Daher hat Hofstadter mit dem Versuch, mathematische
Themen zu erklaren, in Amerika leichter FuB fassen
kénnen. Ich glaube nicht, daB er mit diesem Buch in
Europa Erfolg gehabt héatte, ware das Buch nicht be-
reits in Amerika ein Bestselier gewesen. Hofstadter
kann auf einem Dogma aufbauen, das von Norbert Wie-
ner stammt. Norbert Wiener, der Entdecker oder Erfin-
der der Kybernetik, schreibt in seinem Buch Matherna-
tik — mein Leben: Die Mathematik ist eine Kunst genau-
so wie die Musik und die Malerei. Die Zeit gibt ihm recht.
Heute gibt es ein intellektuelles Publikum von Leuten,
die groBe Teile der Mathematik verstehen, es gibt in
Publikum fur die Mathematik. Fir jede Kunst ist ein
Publikum notwendig, und dieses neue Publikum der
Mathematik kann die Asthetik der Mathematik erken-
nen. Das ist die Voraussetzung, von der ich ausgehen
muB, wenn ich sage: Dieses Buch ist ein Versuch, die
Mathematik als Kunst zu etablieren. ich muB freilich
darauf hinweisen, daB in diesem Buch die leichten Teile

12 der Mathematik behandelt werden: Mobius-Band,
Selbstbezlglichkeit —~ Zusammenhange, die augenfal-
lig sind. Die schwierigen Teile der Mathematik sind so
esoterisch, daB man darliber chnedies nicht sprechen
kann und daB es vielleicht besser ist, darliber zu
schweigen. Aber hier liegt der Versuch vor, die mathe-
matischen Voraussetzungen verstandlich Zu 'machen
und darzutun, daB sie fitr unsere Kultur eine zéntrale *
Rolle spielen.
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Sprache der Mathematik —
Mathematik der Sprache

Kreuzer:

Und jetzt kommt Godel und zieht unter dem Ganzen das
Fundament weg ...

Schimanovich: Godel hat, durch Wittigenstein sensibilisiert, die

14

Kreuzer:

Sprache selbst zum mathematischen Objekt gemacht.
Wir haben den Eindruck, daB die Sprache uns Zahlen
vermittelt, manchmal rechnet man auch mit Buchsta-
ben. Wenn man aber die Sprache zum mathemati-

schen Objekt macht, dann sind das andere Buchsta-
ben, ndmlich nicht Unbekannte oder Variable im Sinne
der Mathematik; dann wird ein Wort, ein Satz zum
Objekt der Mathematik.

Das nennt man Godefisierung.

Schimanovich: Godel hat mit einem Trick, der auf Leibniz zurlick-

Kreuzer:

geht, die Sprache der Mathematik auf die Mathematik
selbst abgebildet. Das ist eben diese Rickbeziglich-
keit, die wir in den Bildern von Escher sehen: Das Bild
ist ein Teil der Wirklichkeit, aber die Wirklichkeit ist im
Bild abgebildet. So 14Bt sich die Metamathematik auf
die Mathematik abbilden.

Heraus kommt: Kein System kann aus sich selber und in
sich selber begriindet werden. Es bedarf einer Begrin-
dung von auBen.

Schimanovich: Jedes System, das eine gewisse Komplexitat er-

reicht hat, ist unvollstandig im Sinne der Mathematik;
das heiBi, es gibt wahre Aussagen, die man inhaltlich
erschlieBen, mit formalen Mitteln aber nicht beweisen
kann. Einen formalen Beweis stellt man sich am besten
s0 vor, daB das Ganze mechanisiert, also in der Praxis
der heutigen Computer programmiert werden kann.
Nun gibt es aber immer Wahrheiten, die man mit dem
Computer formal nicht beweisen kann.

3

@

Schimanovich: Ja, richtig. ich glaube; Godel war ein Produkt des

Wiener Kreises, denn nur in Wien war man sensibilisiert
von Wittgenstein in bezug auf die Erkenntnis, daB die
Sprache ein mathematisches Objekt ist. Und das ist
der Grund, warum die Leute in G&ttingen um Hilbert die
Godelschen SchiuBfolgerungen nicht finden konnten
und zum Teil auch nicht verstanden haben. Der groBle
Mathematiker Emst Zermelo, der auch bei der Mengen-
lehre mitgearbeitet hat, hat mit Gédel korrespondiert,
und aus dieser Korrespondenz geht eindeutig hervor,
daB er den Godelschen Satz zunachst nicht verstan-
den hat. Obwohl das Zentrum der Mathematik in
Gottingen war, hat man in Wien praktisch eben dieses
Programm, das Hilbertsche Programm, den Versuch
der finiten Begriindung der Mathematik, insbesondere
den Versuch einer formalen Beweisbarkeit der mathe-
matischen Lehrsédize, zerstéren kdnnen. Weil man
eben hier durch Wittgenstein und durch den Wiener
Kreis andere Zugange zur Mathematik hatte.

Schimanovich: Die kiinstliche Intelligenz beginnt heute in der In-

formatik eine sehr groBe Rolle zu spieien; und bei sol-
chen Wissenschaftsgebieten, die eben modern wer-
den, muB man eine gewisse Vorsicht walten lassen,
denn hier werderi sehr oft die Ergebnisse tibeértrieben
dargestelit. Ich persdnlich bin durchaus der Meinung,
daB eine Maschine Intelligenz haben kann, ja daB sie
auch BewuBisein haben kann. ich mochte betonen,
daB meiner Meinung nach dieses Ziel noch sehr weit
entfernt ist: mindestens hundert, vielleicht aber auch
tausend Jahre. ich méchte vor der Erwartung eines
kinstlichen Gehirns in unmittelbarer Zukunft ganz ent-
schieden warnen. Da ,Ariificial Intelligence” allerdings
rasch Erfolge erzielt hat, flieBen groBe Geldsummen in
dieses Forschungsgebiet. Das amerikanische Kriegs-
ministerium hat ein Programm in der Hohe von mehre-
ren Milliarden Dollar aufgezogen. Der 6konomische
Umsatz der Artificial intelligence wird fur 1990 in
Amerika auf zwanzig Milliarden Dollar geschéatzt, auf
zwei Milliarden Dollar in Europa. Es ist klar, daB sich bei
solchen Geldsummen alles auf 'dieses Gebiet stirzt
und daB dabei mitunter unseriése Aussagen getrofien
werden. In Europa, insbesondere in Osterreich, ist die
Artificial intelligence so gut wie unbekannt; daher sollte
man sich hier hiiten, negative Aussagen zu machen.
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Schimanovich: ich glaube dennoch, das zentrale Problem ist die
Intelligenz. Intelligenz ist aber das, was sich am ehesten
verbal und analytisch prézisieren 1Bt und wofiir man
eben auch von der Informatikseite her einige Modelle
angeben kann. Dabei sieht man aber auch genau, da
man noch in den Kinderschuhen steckt. Man hat bei
den lernenden Maschinen ganz kleine Erfolge. Compu-
ter kdnnen zum Beispiel neue Methoden fermnen, mit
denen eine gewisse Sorte von mathematischen Funk-
tionen integriert werden kann. Natirlich kann man
sagen: Wenn ein System integrieren kann oder wenn
es Schach spielt, dann muB es auch intelligent sein.
Aber so kann man doch nicht argumentieren. Daher hat
man sich eben auf den Turing-Test geeinigt.

Kreuzer. Kommunikation als AuBenvorgang ...

Schimanovich: Man betrachtet nur das Input-Ouiput-Verhalten;
und wenn ich einen Output habe, der von einem groBen
Expertenteam als intelligent bezeichnet wird, wobei ich
mich vorher auf eine genaue Sprache einigen muB, mit
der ausgegeben wird, dann kann ich sagen: Die
Maschine ist intelligent. Genauso kénnte ich ein Pro-
gramm schreiben, das mir eine Krankheit, zum Beispiel
Schizophrenie, nachahmt. Ich habe eine genormie
Sprache, ich habe ein Expertenteam von Psychiatern.
Und wenn die jetzt Gbereinstimmen, daB der Output —
zum Beispiel das, was schriftlich auf einer Schreib-
maschine rauskommt — ein kranker Mensch ist, also
dann, wenn das Programm von den Aussagen eines
echten Kranken nicht unterscheidbar ist, dann sagen
wir, die Maschine hat den Turing-Test bestanden.

Schimanovich: Gerade weil die Mathematiker .als Formalisten

verschrieen sind, moéchte ich hier auf praktische
L&sungen hinweisen. Wenn ich das Beispiel mit dem

Barbier nehme, ist die Sachlage doch véllig Klar. ich
meine, das ist einfach nur formal wértlich genommen
oder als Formel in der Mathematik ein Widerspruch . .:

Kreuzer: ... eine Verbalfalle ...

Schimanovich: Ja, eine Verbalfalle, eine verbale Tauschung.
Inhaltfich besagt der Befehl: Der Barbier soll alle Leute
rasieren, die sich nicht selbst rasieren, auBer sich
selbst klarerweise: Sich selbst rasiert er auBerhaib des
Befehles. Genauso ist auch die Antinomie des Lugners
Zu verstehen.

Watzlawick: Was wiirden Sie tun, wenn der Richter Sie fragt:
Haben Sie endlich aufgehért, lhre Frau zu priigein?
Antworten Sie: Ja oder nein? — und wenn Sie sich der
MiBachtung des Gerichts schuldig machen, falls Sie er-
kidren wollen, da weder ja noch nein zutrifft.

Schimanovich: Ich miiBte auf die Verbalfalle aufmerksam ma-
chen. ich miBte mit Fausts Mephisto erkidren: ,Mein

guter Freund, ich rat’ euch drum, zuerst collegium

logicum! : .
Watzlawick: Ja, aber wenn der andere die Macht hat . ..

Kreuzer: Offenkundig kann uns die Anwendung dieser schwer an-
wendbaren Erkenntnisse jedenfalls helfen, Probleme her-
auszufinden. Um das ist es hier offenkundig gegangen.

Schimanovich: Ich glaube, daB diese Probleme wichtig sind flr
die Computer oder die Mathematik, aber ich glaube
nicht, daB man sie auf andere Wissenschaftsgebiete
Uibertragen kann. Das Ganze ist vielleicht eine intellek-
tuelle Herausforderung, ich glaube aber, daB es gefahr-
lich ist, es irgendwie auf die Verhaltensforschung, auf
die Psychoanalyse, auf die Psychiatrie anzuwenden.

Watzlawick: Ich wollte nur sagen: Wir haben von den semanti-

schen Paradoxien gesprochen, und ich kénnte lhnen
massenhaft Tonbandbeispiele oder Videobeispiele

vorspielen, in denen Sie genau dieselbe Struktur im

pragmatischen Bereich sehen und wie sich' daraus
menschliche Situationen ergeben, die praktisch uniés-
bar sind. T
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